22. cviceni — Neabsolutni konvergence Newtonova integralu
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Upozornéni

V feSeni pouzivame znalost absolutni i neabsolutni konvergence piikladu

oo -
sin x
dzx.
1 ¢

Detailn€ji rozebereme pristé.
Priklady

“+o0
arctanx .
1. ———sinz dz
0 X

ReSeni:
Na malém pravém okoli nuly je integrand f nezaporny, spojity a plati

arctanz ~ r,sinz ~ r = f(z) ~ 2?71 =z,
odkud plyne, Ze foﬂ/z f(x) dx konverguje protoze f(;r/z x dx konverguje (LSK).
Na intervalu [7/2, +00) je integrand spojity. VySetfeme nejprve integral

+00 o3
S x
/ dx
/2 Z

O ném vime, Ze konverguje neabsolutné. Protoze funkce arctanx —
divergenci (pro absolutni hodnotu) i pro puvodni integral.

Protoze funkce arctanz je spojita, omezena a monoténni na [r/2, +00), z Abela kon-
verguje (nabsolutné) také integral f:};o f(z)dx.

Zavér: integral konverguje neabsolutné.

“+o00
arctanx .
2. / —_——sinx dx
0

5, z LSK mame

x
Reseni:
Na malém pravém okoli nuly je integrand f nezaporny, spojity a plati
arctanz ~ z,sinz ~ r = f(r) ~2°"2,
odkud plyne, ze foﬁ/ 2 f(z) dz konverguje (a to absolutné) tehdy a jen tehdy, pokud
2 —a > —1, tedy pokud a < 3.
Na intervalu [7/2, +00) je integrand spojity. VySetfeme nejprve integral

+00 o3
S xr
/ ——dx
n/2 T

O ném vime, Ze konverguje, pokud « > 0, navic pro a > 1 absolutné.
Protoze funkce arctan z — 7, z LSK mame absolutni konvergenci i pro pitvodni integral.

ProtoZze funkce arctanz je spojitd, omezend a monotonni na [7/2,+00), za stejnych
podminek konverguje (neabsolutné) z Abela také integral f;;;o f(z)dx.
Zavér: integral konverguje pro 0 < a < 3, navic pro 1 < a < 3 absolutné.
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+00
3. / arccot® x cos x dx
0
ResSeni: Integrand je ziejmé spojity na [0, +00). Tedy absolutné konverguje na [0, 1] a

bude tedy stafit uvazovat integral pfes [1,00).
Zacnéme s absolutni konvergenci. Protoze na okoli nekone¢na je

arccot T ~ —,
z

“+o0o
COS
=
1 Xz

ktery konverguje absolutné pro o > 1, jinak diverguje.

Necht tedy a > 1. Plati, Ze arccot z < % To je mozné ukazat napf. takto: Pro funkci
g(z) = x arccot x mame v 1 hodnotu larccotl = 7 < 1.

Funkce je navic spojita na [1,00) a

budeme nejprve vySetfovat integral

. arccotr 'y .. 172
lim ——— "= lim RE R
Tr—r00 = T—r00 ——
X X

Zbyva monoténnost funkce x arccot x. Méame

X

x arccot x) = arccot x — ——
( ) 2+ 1

Polozme x = coty. Pak pro y € (0, §], mame z € [1, 00)

coty . 1.
=y —cosysiny =y — — sin(2y)

arccot(coty) — ———
recot(cot y) coty? + 1 2

a protoze |sint| < 2t pro t > 0, mame
1 1
— —sin(2 > — =2y =0.
y— 5sin(2y) 2y - 52

Tedy derivace je kladna a x arccot x je rostouci.
Dohromady musi platit = arccotz < 1.

Pak
| cos x|

| arccot™ z cos z| < ,

:UO[
tedy ze SK integral f1+°° arccot® x cos x dx konverguje absolutné.
Necht o < 1. Protoze

lim x arccotz =1,
T—00

tak od jistého zq je x arccotxz > %
Pak

e 2 ¢
Ze SK pak mame, ze pro a < 1 integréal v absolutni hodnoté diverguje.
Pro neabsolutni konvergenci aplikujme Dirichletovo kritérium.

1 «
| arccot® x cos x| = x* arccot® x - [cos 2] > <> M’
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Funkce cos x ma omezenou primitivni funkei. Funkce arccot® x je klesajici,
limg o0 arccot® x = 0 pro a > 0. Z Dirichletova kritéria pak konverguje i integrél

“+oc0
/ arccot® x cosx dx.
1

Zavér: Integral konverguje neabsolutné pro a > 0, absolutné pro a > 1.

+o00 ln(€2x et 4+ 1)
0 $3/2

sin x dx

Regeni:
U nuly pouzijte odhady

In(e** +e” +1) =~ In3, sinz ~x = f(z) ~ 732

navic na dosti malém pravém okoli nuly integrand neméni znaménko, takze podle limit-
niho srovnavaciho kritéria integral konverguje, jestlize konverguje integral z ﬁ, coz je
pravda.

U nekonec¢na pouzijme odhady

2sinx

In(e* + e +1) 220 = f(2) = 5y

Integral z jff;l_xl absolutné nekonverguje, z LSK tedy absolutné nekonverguje ani ptivodni
integral.
Pro neabsolutni konvergenci: integrél z 2;11?2’6 konverguje neabsolutné z Dirichletova
kritéria.

Clen In(e?* 4 e* + 1)/2z se piilepi pomoci Abelova kritéria, nebot z tvaru

In(e? 4 e 4 1) In(1 +e™% 4 e727)
=1+
2z 2z

je patrné, Ze jde o monotonni funkei na néjakém okoli nekonecna.
Zavér: Integral konverguje neabsolutné.

w/2 1 b
5. / x® <7T — 93) tg€x dr
0 2

Reseni:
Integrand na intervalu (0, 5 ) neméni znaménko, staci tedy vysetfit absolutni konvergenci.
Dale u nuly plati
T\ b
tgr~r = f(r)~ (5) - xote
z LSK tudiZz dostdavame podminku na konvergenci a + ¢ > —1.
Na (levém) okoli 77/2 mame
sinx 1 1 1

tgx = ~ = ~
& cosx cosx sin(m/2—-x) § -z

a tedy z LSK [ z% f(z) konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje
4

3 T b—c
(5-)
INE
4
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Substituci y = § — x dostaneme, Ze konvergence vySetfovaného integrdlu na levém okoli

7/2 je ekvivalentni konvergenci [y y*~¢dy, odkud mame podminku b — ¢ > —1.

Zavér: protoze integrand je spojity na (0,7%] a [§,75) (a neméni znaménko), vime z
predchoziho (pomoci limitniho srovnavaciho kritéria), Ze konverguje za podminky —1 —
a < c<b+1, ato navic absolutné. Jinak diverguje.

6 1 Inzsinx

' /0 xarctan(1 — x)
Reseni:
U nuly pouzijme odhady

Xz

. s
sinz ~ x, arctan(l — x) ~ arctan1 = —

4

z nichz plyne, Ze integrand na néjakém dostateéné malém pravém okoli nuly neméni
znaménko a lze jej srovnat (LSK) s

f(z)~Inx

1
pii¢emz [ Inz dz konverguje absolutné (Ize ovefit piimym vypoctem).
U jedni¢ky srovnejme s
_—l-1) _
g(2)=———=
Pak
|/

lim — = lim
a—1- g  a—=1- —(zr—1) x arctan(l —z)

|Inz| sinz 1—x )
=sinl

Jelikoz [ 11
2
Zavér: fol f(z) konverguje absolutné.

7 /+°° Inxsinz .
9 xarctan(l — x)

Reseni: Na intervalu [2, +00) je integrand spojity.
Absolutni konvergenci vylou¢ime odhadem

konverguje absolutné, konverguje i [ %1 f.

Inx | sin x|

>

sin x

)

xarctan(l — x) Ty

ktery je platny pro x > e a znalost toho, Ze "integral" napravo je divergentni.
Neabsolutni konvergence: diky monotonii a omezenosti funkce arctan staci vySetfovat
(podle Abelova kritéria) pouze integral

T e |
——sinz dz.
2 X

Ten konverguje z Dirichletova kritéria, vzhledem k tomu, Ze Inz/z — 0 monoténné na

néjakém okoli nekonec¢na
Inz\’ ~ 1—In(x)
r ) x?

(derivace této funkce je zaporna pro x > e) a funkce sinx mé& omezenou primitivni
funkci.
Zavér: integral konverguje (pouze) neabsolutné.
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o0 3 12
8. / arccot x sinx dx
-1 x + 1

Reseni:
Na (dostate¢né malém pravém prstencovém) d-okoli —1 integrand neméni znaménko a
chova pfiblizné jako funkce (z + 1)~1/3, (absolutni) konvergence je tedy ekvivalentni

konvergenci integralu
)
/ y—1/3 dy
0

o kterém vime, ze konverguje (absolutné).
Na okoli nekonec¢na se integrand bez sinu chové piiblizné jako

2

1
¥ arccot z &~ /3. = = g 72/3
T+ x
Odtud plyne podle limitniho srovnévaciho kritéria srovnanim s integralem pies funkci
|sin x| /2%/3, ze integral nekonverguje absolutné.

Pro neabsolutni konvergenci uvazujme nejprve integral

+oo 1
/ ——-sinxdx
2/3
1 X

Pouzitim Dirichletova kritéria dostaneme neabsolutni konvergenci, nebot sin x ma omezenou
primitivn{ funkei a 272/ — 0 monoténné pro & — +oco.
Dale, integral

+o0 1
/ T arccot T—7z sin x dx
1 z?/

konverguje z Abelova kritéria, protoZe g(x) = x arccot x je spojita na [1,00) a protoze

arccotxr g 1422

lim ST gy I
T—>00 = Tr—>00 — =
x €T
tak je funkce na [1,00) omezenA.
Zbyva monoténnost funkce x arccot x. Méame
(z arccot z)' = arccot z — —
e+ 1

Polozme x = coty. Pak pro y € (0, §], mame z € [1, 00)

coty . 1.
=y —cosysiny =y — — sin(2y)

arccot(coty) — ———
recot(cot y) coty? +1 2

a protoze |sint| < 2t pro t > 0, mame
L (2y) > 12 0
— —sin — 2y =0.
Yy 9 y) =y 9 Yy

Tedy derivace je kladna a x arccot x je rostouci.
Posledni krok, uvazujme integral
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oo g2 1 . 1 . J
. 1+m $1/3 X arcco $x2/3 SInxr ax.

Integral konverguje z Abelova kritéria. Funkce ¢/ 19_% : ;1:1% je spojita na [1,00).

Jelikoz

2 1 2
im -2 2 — lim {2 =1,
500 1+ 21/3 z—oo V 22+ x

je 1 omezena.

P e i . 2 3
Pro monoténnost staci vysetfit funkci zfﬁ Plat{

/
T 1
x+1 (x+1)

tedy funkce je rostouci.
Zaver:
Integral konverguje (absolutné) na (—1,0]. Na intervalu [d, 1] konverguje, protoze jde
o spojitou funkci na omezeném a uzavieném intervalu. Na [1,00) integral konverguje
neabsolutné.
Dohromady: Integral konverguje neabsolutné.
+00o esinx
9. / sin 2z dx
0 z
Regeni:
Protoze

1/e < 5% < ¢, pro kazdé x € R

a na okoli nuly je
sin 2x ~ 2z

staci (z LSK) na okoli nuly vySetfovat integral

é
/ % dx
0
ktery konverguje pro kazdé o < 2.
Podle limitniho srovnavaciho kritéria konverguje integral na okoli nekone¢na (vzhledem
k odhadiim na e5"%) absolutné pro o > 1 (srovnanim s |sin 2z|/x).
Integral na okoli nekoneéna konverguje neabsolutné pro a > 0. Nahlédneme to podle
Dirichletova kritéria, pokud dokazeme, Ze ¥ sin 22 ma omezenou primitivni funkci na
(0, +00). Lze ale pfimo pocitat (substituci ¢ = sinx a per partes)

/esmx -2sinxcosxdx = /ue“ du = ue" —e* = C + ginxe®"* — 7
coz je evidentné omezené funkce.

Varovani: Protoze "% neni na zadném okoli nekone¢na monoténni, nelze pouzit tech-
niku pfilepeni podle Abelova kritéria.
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+o0 t o
10. / arctan @ sin x dx
o WP+

Regeni:
U nuly pouzijeme odhady

arctanz ~x, In(l+z)~z, snzr~z

staci tedy (z LSK) vySetfovat integral

4
/ 2218 gy
0

ktery konverguje (absolutné) pro o > 5 — 2.
U nekonecna nenastavé absolutni konvergence nikdy, nebot In® (14 ) < y/z pro né&jaké
x > xg redlné a srovnavaci kritérium aplikované na |sinz|/y/z dava divergenci.
Neabsolutni konvergence u nekonecna nastéva pro kazdé o € R a 8 > 0 podle Dirichle-
tova kritéria pro sin z/ In”(14z) a tudiz podle Abelova kritéria pro vySetFovany integral.
Zavér: integral konverguje neabsolutné pro (8 > 0) & (o > 3 — 2). Absolutné nekonver-
guje pro zadné «a, 5 > 0.
+%0 arctan® z arccot? x
T

11. cos x dx

Reseni:
Na okolf nuly je

T\ B
arctan® z ~ 2%, arccot’ z ~ (§> , cosxk~ 1.

Tudiz na dostateéné malém okoli nuly integrand neméni znaménko a chové se ptiblizné
jako funkce z¢~7. Odtud plyne, Ze integral na vhodném okoli nuly konverguje (a to
absolutné), pokud oo — v > —1.
Na okoli nekonec¢na zase plati

arctan® z & (z>a ., arccot’ z ~ i

2 P

Podle limitniho srovnavaciho kritéria aplikovaného na funkci |cosz|/z7*# dostaneme,
Ze integral na vhodném okoli nekonecna konverguje absolutné, pokud v+ 8 > 1.
Podle Dirichletova kritéria pak mame, Ze integral cos /27"# na vhodném okoli nekoneéna,
konverguje neabsolutné, pokud v 4+ 5 > 0. Pomoci Abelova kritéria pak dostaneme, Ze
za stejné podminky konverguje neabsolutné také vySetfovany integral (nebot funkce
arctanx a x arccotx, a tedy také jejich mocniny, jsou na vhodném okoli nekonecna
monotonni a omezené).
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