21. cviceni — Konvergence Newtonova integralu 2
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Priklady

1. Vygetfete absolutni konvergenci integralu, «, 8,a,b,k,p,q,s € R, n € N:

© gin 22
(a) / ———dz
/0 V1+ 23
Reseni:
e Funkce f je spojita na [0, 00).
e u 0: Funkce f je spojitd na omezeném a uzavieném intervalu [0,1], tedy

'\ f| dz konver uje.
fo g

e u 0co: Odhadneme )

’ sinx < 1 < 1
Vi3] Vitad T Vad
Protoze floo\/% dz konverguje, tak ze SK konverguje i [, f(x) dz.

ZAvEr: fooof(x) dx konverguje.

e Funkce f je spojita na (0, 3).
e u 0: Funkci tanz u 0 srovnavame s z, tedy g(z) = z®. Pak
tan® x

lim —1 ¢ (0,00).
—0+ ¢

Tedy [,* f(x)dz konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje [,* 2. Tedy préaveé
tehdy, kdyz a > —1.

™

e u 5: Mame tanx = 317 Funkci sinz srovname s 1, funkci cosz s (§ — x).

Dohromady tedy g(z) = 1/(§ — z)“.

tan® Y T _ )\ @
lim yz lim S :r.((2 )> =1¢€ (0,00).
T T a—Z— 1 cosx

—~ N

5 2)
CcCosT

(Limitu lim,_, = lze upocitat z L’Hospitala.)

Tedy [2 f(x)da konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje [2 (5 —x)~“. Tento
4 4

integral lze pfimo spocitat a dostaneme, Ze konverguje pravé tehdy, kdyz o < 1.

ZAvEr: fog f(x) dz konverguje pravé tehdy, kdyz a € (—1,1).
(c) %8/ log(sinz) dx
. J0

Reseni:
e Funkce f je spojitda na (0,7). Navic f < 0, budeme tedy vySetfovat |f| =
—log(sinx).
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e u 0: Funkci sinz u 0 srovnavame s z, tedy zvolme g(z) = —logx. Pak

—log(sinz) r'm <08

lim lim 0% =1 € (0,00).
z—=0+ —logx  néco/oo z—0+ P
Tedy fo x) dz konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje fo —log x, ktery ale

konverguje (lze upoditat).
e u m: Funkci sinz srovname s (7 — z), Tedy g(z) = —log(m — x).

—1] 1 ’ cosx
M L:H lim % =1c (O,oo).
T—oT— — log(ﬂ' — .T) néco/oo THT— (=)

(Limitu limg_, (sm m) lze upocitat z L’Hospitala.)
Tedy [z f(x)dz konverguje pravé tehdy, kdyZ konverguje [x —log(m — ).
2 2

Tento integrél lze pifimo spocitat a zjistime, Ze konverguje.

Zaver: [ f(xz) da konverguje.
d) */ sin(xa)da:

N

Reseni:

e Funkce f je spojita na [1,00).
e o =0, pak f(z) =sin1 a integral diverguje.
° < 0' xo‘ jde u oo do 0, budeme tedy srovnavat sinz® s g(z) = z (mifime k

smt — 1)
3 (0%
im e (0 s0).
x—o0 ¥
Tedy fl x) dx konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje fl *dz, ktery ale

konverguje prave tehdy, kdyz a < —1.

e o > 0: Nejprve substituujeme y = z%, pak dy = az®!dz, meze budou
(1,00). Tedy

e < 1 1 1
/1 sin(a:a)dx:/1 Wsin(mo‘)om;o‘*1 dx:/1 ayafl siny dy

Prevedli jsme na znamy integrél, ktery absolutné konverguje pravé tehdy, kdyz
é — 1 < —1, tedy pro a < 0. Jelikoz jsme ale predpokladali, Zze o > 0, tak
ptvodni integrél absolutné nekonverguje pro zadné o > 0.

Zaver: fl x) dx absolutné konverguje pravé tehdy, kdyz o < —1.

(e) /0 T dp

Reseni:
e Funkce f je spojita na [0, 00).
e u 0o budeme srovnavat s e”*. Pro x > 1 mame
e <e”*
—x? < —z

$§x2
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Protoze foooe*x dz konverguje (Ize pFimo upocitat), tak ze srovnavaciho kritéria
konverguje i [ f(z)da

Zaver: f 1 x) dz konverguje.

1
(f) / log x dz
0

Reseni: Lze pifmo spoéitat (per partes)

1 1
/ log zdx = [xloga:](l)—/ 1dz = [:zzlogx]é—[x](l): —1.
0 0

Zavér: integral fo x) dx konverguje.

sin P
) 3"1"?/0 - dx

ResSeni:

e Funkce f je spojita na (0, 1].
e p =0, pak f(x) = s;%l a tedy integral fo x) dx absolutné konverguje pravé
tehdy, kdyz q < 1.

e p > 0: zP jde u 0 do 0, budeme tedy srovnavat sinzP s zP. Celkem méme

g(x) =%
| sin zP|
lim —Z%— =1 € (0,00).

z
z—0+4 o

Tedy fo x) dz konverguje pravé tehdy, kdy? konverguje fo 2P~ dz, ktery ale
konverguje prave tehdy, kdyz p — ¢ > —1.

e p < 0: Analogicky prikladu (1d): substituujeme y = 2P (tedy y*/? = z), pak
dy = pzP~! dz, meze budou (1,00). Tedy

1.: p o0 L1 1 1 1 0 1
/ Sin L doe = —/ Slnqy - .yE_I dy_ / Sjny.yg_l_% dy
o ¢ 1 yr P pJ1

Prevedli jsme na znamy integrél, ktery absolutné konverguje pravé tehdy, kdyz
1+g—l>1,tedypr0@>0. Protoze p < 0, mame g — 1 < 0.

Zaver: fo x) dz absolutné konverguje pravé tehdy, kdyz
p=0&qg<)V(p>0&p—g>-1)V(p<0&qg<l)

lze pséat i
(g<l&peR)V(g=>21&p>q-1)

Vztahy p a ¢ jsou znazornény na obrazku

1 1 «
(h) i./ Hogzl”
0

1+ 2k
Reseni:

e Funkce f je spojita na (0,1).

e uol:
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A. k> 0: Pak 2% < 1, tedy .1 vede nad z*“. Budeme tedy srovnavat s

1 [e3
g(z) = Lozt
| log x|
1 1, k>0
fm L) gy L g, L L " € (0,00).
=0+ g(z)  2>0+ [logz|®  a—0+ 1+ zF 5. k=0,

Tedy fo x) dz konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje fo |log z|* dz,
ktery ale konvergUJe pravé tehdy, kdyz a € R.

B. k<O |Pak| 1 < 2%, tedy ,z* vede nad 1“. Budeme tedy srovnavat s
log x|«
g(z) = —F

| log 2| k

e 1
TACO . Lt iy T i =1 € (0,00).
z—0+ .’L') z—0+ HOg:‘ x—0+ 1 + zk x—0+ 1 + =k
X

Tedy fo x) dz konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje f ;5 [loga|® gx‘ dz,
ktery ale konverguje pravé tehdy, kdyz o € R.

e u 1: |logz| budeme srovnavat s |1 — x|, dohromady tedy g(z) = |1 — z|*.

| log 2|

lim f@) = lim M = — ¢ (0, 0).
=0+ g(x) 20+ |1 —z|* 2

—_

Tedy f i f(z)dz konverguje pravé tehdy, kdyZ konverguje [ %1 |1 — z|*dz,
ktery ale konverguje pravé tehdy, kdyz a > —1 (lze pfimo upoéitat nebo
substituovat y = 1 — x a pfevést na znamy integral).

Zaver: fo x) dz absolutné konverguje pravé tehdy, kdyz a > —1.

o0 1 «
i, / ’nx‘kd
1 1+=z

Reseni:

e Funkce f je spojita na (1,00).
e ul postupujeme analogicky jako v predchozim prikladé. Zjistime, Ze
fl x) dz absolutné konverguje pravé tehdy, kdyz o > —1.
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® U OO

A. k> 0: Pak ¥ > 1, tedy ,2* vede nad 1. Budeme tedy srovnéavat s

1 [e3
gx) = REEE
| log x|
lim f() = lim 2 — lim 733]6 _ b k>0,
z—0+ g(l’) z—0+ \logkx\"‘ 20+ 1 + xF %’ k=0,
xT
Tedy f2 x) dz konverguje pravé tehdy, kdyZz konverguje f2

€ (0,00

|log |
k

ktery ale konverguje pravé tehdy, kdyz (kK > 1, € R) nebo (k =1, <

1),

B. k < 0: Pak 1 > z*, tedy ,,1 vede nad z*“. Budeme tedy srovnavat s

1 @
glw) = 5

log 2|

f(z) lim It

x—l>0 J,‘) x—1>0+ |10g1x|a xi}(l)l-l- 14k < (07 OO)
Tedy f2 x) dz konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje f2 |log x| dz,
ktery ale dlverguje pro vSechna a € R.
Zaver: fl x) dz absolutné konverguje pravé tehdy, kdyz k > 1 & a > —1.
1 .
Q) / sinz .
Reseni:
e Funkce f je spojita na (0, 1].
e Protoze lim, o S22 = 1, tak lze funkci spojité rozsifit do 0. Tedy folf(x)

konverguje.
———dx
) Z Va2 -1
Reseni:
e Funkce f je spojita na (1,2].

e ul: mame Va2 —1 =z —1-+x+1. Funkci f budeme tedy srovnavat s

funkei g(z) = —=

r—1

e®

—_— X
lim f() = lim gf_l = lim —— = e (0,00)
a—1+ g(z) 21+ 71 =1+ /r+1 V2
Tedy fl x) dz konverguje pravé tehdy, kdyZz konverguje fl
ale konverguje (lze pifmo spocitat).
Zaver: fl r) dz konverguje.
(k) / 2% arctan” ¢ dz
0
ResSeni:

e Funkce f je spojita na (0, 00).

= dx, ktery
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e u 0: funkci arctan z srovnavame s x. Dohromady tedy funkci f budeme tedy
srovnavat s funkef g(z) = %P,
f(x) . xz%arctan® x

— | — =1
zao g(z) xi%i xexh € (0,00)

Tedy fo x)dz konverguje pravé tehdy, kdyZ konverguje f TP ktery ale
konverguje prave tehdy, kdyz o+ 8 > —1.

e u oo: funkci arctan x srovnavame s 5. Dohromady tedy funkci f budeme tedy
srovnévat s funkei g(z) = z%(3)°.

lim f(:c) . z%arctan® z _ 1 e (0,00)

T—00 ¢ ;[: a:—)oo x¢ ( %)5

Tedy fl x)dz konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje fl @ ktery ale
konverguje prave tehdy, kdyz a < —1.

Zaver: fO x) dz konverguje pravé tehdy, kdyz a + 5 > —1, a < —1.

o0
(1) / % + 20 dz
0
Regeni:

e funkce f je spojita na (0, 00), navic ¢ > 0 a 2° > 0 na (0, 00).

e uo0: folac“ dz konverguje pravé tehdy, kdyz a > —1. Analogicky folacb dz kon-
verguje pravé tehdy, kdyz b > —1.
Dohromady tedy folx“ + 2 dx konverguje pravé tehdy, kdyz a > —1, b > —1.
(Lze i pfimo upocitat.)

e uoco: [[Czdz konverguje pravé tehdy, kdyz a < —1. Analogicky [“zdx
konverguje pravé tehdy, kdyz b < —1.
Dohromady tedy floox“ + 2¥ da konverguje pravé tehdy, kdyz a < —1, b < —1.
(Lze i pfimo upocitat.)

Zaver: fo x) dz diverguje pro vSechna a,b € R.
1
(m) / 8% dg
Jo
Reseni:
e Funkci piepfieme f(x) = 21987 = elogzlogr — elog’ e, Tedy funkce f je spojita

a (0,1].
e u 0: Na intervalu (0, %) plati logz < —1. Tedy

xlog:v > :L‘_l

1

Protoze [y %dx diverguje, tak ze srovnévaciho kritéria diverguje i integral

1
fe xlogw dz.
ZAvér: fo x)dz diverguje.
arctan(z — 1
(n) / —() dx
1 (= V)P

ResSeni:
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e Funkce f je spojita na (1,2].
e u 1: funkci arctan(z—1) srovnavame s (x—1) (chova se jako arctan u 0). Funkci

(x —+v/z) = /x(y/xr — 1) budeme srovnavat s (y/x —1). Dohromady tedy funkci
(=) _ (D=1 _ _ Ja+l
(Va-1)p (Va-1)p (Va—1)p=t-

———— = lim (7: lim (Ve — P
m%l $) zﬁ1+ (z—1) r—1+ (J; — ﬁ)p 1+ (\/E)p(\/.% — 1)]7

f budeme tedy srovnavat s funkci g(x) =

arctan(z—1)

B
|
=
=

(Va—1)P
=1¢€ (0,00)
Tedy fl x) dz konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje fl i fff)i T
e Konvergence integralu fl (\[\ff)}, - Substituce y = /z, dy = de
V2
y+1
—————2ydy
/1 (y—1)p!

Integral srovname s h(y) = ( . Pak

1
y—1)P

1
#2(@

111{1 1 =4 € (0,00)
AN TV
Tedy |, V2 723; dy konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje f dy
).7 1 (y ) ] Y, Yy ] 1 y 1);7 (u—1)p—1 ’
coz je préve tehdy, kdyz 1 —p > —1, tedy p < 2.
Zaver: fl x) dz konverguje pravé tehdy, kdyz p < 2.
(0) / arctanpx da
0 "
Resent:
e p =0, pak f =0 a integral konverguje.
e p>0, pak u 0 LSK s g(z) = 22
arctan px
l. n — 1
xi\%& g—ﬁ ’
tedy fo konvergUJe & f p:l:1 " konverguje & 1 —n> -1 < 2 >n.
U oo LSK s g(z) = x%:
arctan pr
lim —&— =1.
T—00 3
:En
Tedy [;°f(z) konverguje & [“z~™ konverguje < n < 1.
e p<O(: funkce arctan z je lich4, tedy arctan pr = — arctan |p|z pro z € (0, 00)

a tedy konvergence vyjde stejné jako pro p > 0.
Zaver: fo x) konverguje pro p = 0 a n € N. Jinak diverguje.

)(%ledx

ResSeni:
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e funkce f je spojita na (—1,1). Funkeci rozepiseme jako

1 1 1

Vi—zt Vi—22-Vit+22 Vi—z-V1+z-V1+a?

1

e u —1 srovnavame s g(z) = NGETE Méme
/() : !
. €z . 1—a?
ey g(z)  eooit I L x\/m 3 €(0,00)
tedy f?l f(x) konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje fi)l \/11-;?
verguje (lze pfimo spoéitat).
e u 1 srovnavame s g(z) = \/11_—1, Méame
/(@) : !
. € . 1—z4
lim 1% — — i e (0,
B T e vEay et TIULD
tedy fo x) konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje fo \/— dz, ktery kon-

verguje (lze piimo spocitat).
ZAVEr: fil f(x) konverguje.
i (2 3
2 aresin(z” +
@ [FEEE ) g,
o xlog”(l+x)
ResSeni:

e funkce f je spojita na (0, %]

e u 0: mame arcsin(z? + 23) = arcsin(z?(1 + )), budeme ho srovnavat s z2.

Funkei log(1 + x) srovnavame s x. Dohromady tedy srovnavame s g(z) = xx—;

Méame
arcsin(z2+x3) 9
P loe?(1oa) i 3 2

f(:c) Ly o8 (21+x) ~ lim arcs;n(m +x°) 230 (142) =1 € (0, 00),
it g(x)  a—=0+ =z e=0+  22(1+z)  log*(1+x)
tedy fo x) konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje f02 i dz, ktery diverguje.
ZAver: fo x) diverguje.

2. VySetiete absolutnl konvergenci integrala (o, a, b, p,q € R):

(a) /01 t\a}rg dz

Reseni: Funkce je spojitd na (0,1], u 0 limitné srovname s g(z) = 3 = ﬁ
Mame
tanz
Jim Vol — 1€ (0,00).
Va3

Protoze integral folﬁ konverguje, tak z LSK konverguje i zadany integral.
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2 e
b d
(b) /1:L"2—1 .

ResSeni:

lim

e.’I)
(z—1)(z+1) €
1
r—14 =

L
Protoze ff —L = 0o (Ize pFimo upoéitat), z LSK plyne i divergence f12 f(x).
o0
(c) / a3t VE 4y

0

ReSeni: Provedeme substituci y = Vv, dy = ﬁ dx:

/ g3 e VT dy = 2/ yV2e Y dy
1 1

Na intervalu (0, 00) je funkce spojita a nezaporna. Roztrhneme na integraly fol +
oo
S
1

U 0: srovname s funkei g(y) = Nt

1
lim VY
y—0+ % y—0+ e¥

Protoze folﬁ dy konverguje (lze spocitat), konverguje z LSK i folﬁ'
U oo: Pouzijeme SK, pro y > 1 méme

1 1
<

Vyey T eV’

Protoze [;“e¥ dy konverguje, tak ze SK konverguje i [ —

Vel

Zaver: puvodni integral Konverguje.

1
(d) / s
0

ResSeni: Mame

1 1
_ 112
/ x lI””d:zc—/ e~ T qy.
0 0

Funkce je spojita na (0, 1] a plati

lim e~ 0*% = .
z—0+
Funkei lze tedy spojité rozsifit na (omezeny) interval [0, 1] a tedy integral konver-
guje.
*Carctan px
(e) / ATCANPT 4z
Resent:
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e p =0, pak f =0 a integral konverguje.
e p>0, pak u 0 LSK s g(z) = 22

arctan px

lim —2°— =1
T b

tedy fo konverguje & fo pr!~" konverguje < 1 —n > —1 & 2 > n.
U oo LSK s g(z) = x%:
arctan px
lim —%— = 1.
T—r00 5
™
Tedy [;°f(x) konverguje & [z~ ™ konverguje < n > 1.
Tedy pro p > 0 integral diverguje pro vSechna n € N.
e p < 0: Protoze arctanz je licha funkce, tak plati arctan pr = — arctan |p|z,
¢imz jsme pfevedli piiklad na predchozi p¥ipad.
Dohromady fo x) konverguje pro p = 0 a n € N. Jinak diverguje.
™ In(sin x)

dx
Tv/sinx

Reseni: Funkce je spojita na (0, 7). Problematické body: 0 a .

. In z|
U 0: srovname s g(x) = | .
q( ) N
In(sin x)
lim TVsinz | 1
z—0+ |Inz| )
V3

Protoze [)? |Inz|z73/2 = oo (z tabulky nebo odvodime), tak u 0 diverguje i nas
pivodni integral. U 7 tedy uz nemusime vySetiovat.
Zavér: diverguje.

Xx —sinx
(g) /0 de

Reseni: Funkce spojitda na (0,00). U 0 srovname s g(z) = % (uhodneme z
Taylorova rozvoje funkce x — sin z).

x—sinx 1
lim —— =~ € (0,00).
x—0+4 % 6 ( ’ )
T

Tedy f lz ;“” z LSK konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje f x37P. Tedy pravé
tehdy, kdyz 3 —p > -1 & p < 4.

U oo: srovname s funkei g(x) = =

P’
r—sinx .
. — . sinx
lim gf = lim 1-— =1-0
rz—0+ =P z—0+ T

Z LSK tedy konverguje praveé tehdy, kdyz flooxl_p konverguje, coz je & 1—p < —1
&2 < p.
Zavér: Integral konverguje < 2 < p < 4.
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(h) / sin® x cos? x dz
J0
Reseni: U 0 srovname s g(z) = aF:

. sinPxcos?x
lim ——— =1,
z—0+ xP

tedy [f f(z) konverguje < [, 2P konverguje < p > —1.
U § LSK s g(x) = (§ — x)".

. sin? x cos? x
im ———— =

™ )
g (5 — )

tedy fg f(z) konverguje < fg (5 —x)7 konverguje. Lze upocitat nebo substituovat

a vyjde, Ze integral konverguje < ¢ > —1.
Zaver: [? f(z) konverguje < (p > —1Aq > —1).
oo

1
(1) / sin® — dx
Reseni: U oco: LSK s g(x) = x%

_ sin? %
lim — =1
T—00 @ =
332

Protoze [[°x~2 konverguje, konverguje i [~ f(x).

*sin % arctan x
fo
ReSeni: Funkce je spojita na (0, 00).
T sin % 1

= = Slng

X

U 0: srovname s g(z) =

sin % arctan x

lim —=&— =1 :
J — T =1€(0.00)
X

Navic fol sin% konverguje, protoZe |sin %\ < 1 a integréal omezené a spojité funkce
(na [0, 1]) konverguje.
U oo: % — 0+, tedy sin 1

= »se chové jako* sin u 0. Budeme tedy srovnéavat s funkef

1
x

g(z) = =2 = 5. LSK:

sin i arctan x

lim —~% —— =1.
T—00 =
x

ME}

oo Ssin % arctan

Protoze flooz% konverguje, konverguje i [ dx.

1 T
Zaveér: puvodni integral konverguje.
T . 1
1 sm( )
(k) / COosS T d;U
Jo e
Reseni: Ze SK:

IN
|

‘ COoS T
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Protoze fo L = konverguje, konverguje i nas integral.

1 —d
O [ e
ResSeni: U 0: LSK s g(x) = %:

1

0, et 1
Valog(i+e) _ € (0,00).

5
il \/15 ~ log?2

Protoze folﬁ konverguje, tak z LSK konverguje i folf(x)

U oo: funkce 14 e* | se chova jako“ e*, tedy LSK s g(x) = m =z 3/2,
-1
lim Y*los(ter) o0 ¥ oy — P
T—00 x\l/i z—oo log(l 4+ e¥)  z—oo loge®(e ™ + 1)
= li - lm =1
- xi)n(’)lo T+ Iog(e T 4 ]_) :pi)n(’)lo 1+ log(e==+1)
x
Navic integral foox*3/2 konverguje, tedy z LSK konverguje i [, f(x)
Zaver: [° f(x) konverguje.
oo
(m) / sin (\/ x4+ 1— l‘a) dz
/0
Reseni: U co: upravime odmocniny:
Va2e +1— a2 !
A /x2a + 1+ z@
Pro o > 0 srovname s g(z) = —.
sin ———— n 1 L
lim Vaetlter g Va2 irite® | Vartitae _ 1
I = 1 1 =
T—00 & T—00 W & 2
Tedy z LSK fl x) konverguje pravé tehdy, kdyz o > 1.
Pro a < 0 srovname s g(z) = 1.
Sin(w’jm"'l_xa) sinl, a<0
lim = ’ ’
00 1 sin3, a=0.
7 LSK tedy fl ) pro a < 0 diverguje.
U 0 staci uvazovat a > 1. Ale pro takové « je f(x) spojita na [0, 1], tedy integral
konverguje
Zéaver: [° f(x) konverguje < a > 1.

3. Bud f spojita a nezaporna funkce na intervalu [a, 00), a > 0. Necht existuje lim, oo f()-
z® = A. Co miZeme Fict o konvergenci faoo f v zavislosti na A a a?

Reseni: Jde vlastné o LSK s funkei g(z) = L na intervalu [a, 00). Tedy

(a) A € (0,00): [ f(x)dz konverguje < [ - dz konverguje, coZ je pravé tehdy,
kdyz « > 1. (Specialné tedy diverguje pro « g 1.)
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(b) A =0: Jestlize f L dz konverguje, coz je pravé tehdy, kdyz o > 1, tak konverguje
i [ f(z)dz. Pro « < 1 nelze nic fici.

(c) A=o0: Jesthze f L dgz diverguje, coz je pravé tehdy, kdyz a < 1, tak diverguje
i [ f(z)da. Pro « > 1 nelze nic Fici.
4. Bud f spojité a nezaporna funkce na intervalu [a, b), a,b € R. Necht existuje lim,_,;_ f(z)-
(x —b)* = A. Co muzeme Fict o konvergenci f; f v zéavislosti na A a a?
Reseni: Jde vlastné o LSK s funkei g(z) = ﬁ na intervalu [a,b). Tedy

a € (0,00): x konverguje < [ —~= dx konverguje, coz je pravé tehdy,

A€ (0 Y f(e)dz k 5 da k hd
kdyz a < 1. (Spe01alne tedy diverguje pro « Z 1.)

(b) A = 0: Jestlize ffﬁdx konverguje, coZ je pravé tehdy, kdyz a < 1, tak
konverguje i fab f(z)dz. Pro a > 1 nelze nic Fici.

C = o0: Jesthze — g do dlverguje, coz Je prave tehdy, vz o > 1, ta
A Jestlize [} -t da diverguje, coz je pravé tehdy, kdyz o > 1, tak
diverguje i ff f(x)dz. Pro a < 1 nelze nic Fici.

5. VysSetiete absolutni konvergenci integrali, o, 5 € R.
Zdroj: https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ spurny/pages/ma2.php#
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/"pick/
http://www.karlin.mff.cuni.cz/ rokyta/vyuka/index.html

(a) /100 (x — 1)(10gx)a dx

3

Reseni:
e funkce f je spojita na (1, 00).
e u 1: funkci log x srovname s (x —1). Funkci 22 —1 = (z —1)(z +1) srovnavame
s (x — 1). Dohromady tedy srovnavame s g(z) = (z — 1)(z — 1)¢. Méame

(z2—1)(log z)™ o
S B 1 1
M lim z” lim (z+1) log"w =2¢€(0,00),
w—>1 (x z—1+ (1‘ — 1)(.%‘ — 1)0‘ o1+ a3 (.Z' — 1)a
tedy fl x) konverguje pravée tehdy, kdyZ konverguje fl r — 1)1 dz, ktery

konverguje pravé tehdy, kdyz o + 1 > —1, tedy kdyz o« > —2. (Lze pfimo
spocitat.)
e u oco: funkci 22 — 1 srovnavame s 2. Dohromady tedy srovnavame s g(x) =

z2log®
z3
(z*~1)(log z)* 2
T -1
lim M lim — % —— = lim i =1¢€(0,00).
T—00 (SL’ T—00 z 10§ T z—oo 2
X
Tedy [,° f(z) konverguje prévé tehdy, kdyz konverguje [,° =8 8% 4 ktery

konverguje prave tehdy, kdyz o < —1 (lze spocitat substituci y = log x).
Zaver: fl x) konverguje pravé tehdy, kdyz a € (-2, —1).

1/ 1—x
(b) / (e 1) .arccosx de
0 Varesin

Reseni:
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e funkce f je spojita na (0,1).
e u 0: funkei arcsin(z), budeme ho srovnavat s z. Dohromady tedy srovnavame

s g(x) = ﬁ Mame

(e~ —1)® arccos =

lim ) = lim 'arismsc = (e— 1)0‘z € (0,00),
a—0+ g(x 20+ NG 2
tedy fo r) konverguje pravé tehdy, kdyZ konverguje fo L — dz, ktery konver-

guje.
e u l: funkci (e'7*—1) srovnavame s 1 —z. Funkci arccos x srovnavame s /1 — x.
Dohromady tedy srovnavame s g(z) = (1 — z)*/1 — . Mame

11—z

(e!'~*—1)® arccos x

: 2
im L8 g Vs V2 g
z—1- g .’E) z—1— (1 — x)am \/g
tedy f i f(x) konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje f 1 (1 —2)*/1 —zde.

Tedy prave tehdy, kdyz konverguje f; (1—2x) 3+ , COZ je praveé pro o+ 5 > —1,
2
tedy pro a > —§.
ZAaver: fo x) konverguje pravé tehdy, kdyz o > —3
o logaj o . .
(c) ——="_(arccot x)* dz ReSeni:

1 (x—1)2

e funkce f je spojita na (1,00).

e u 1: logx, budeme ho srovnavat s (z — 1). Dohromady tedy srovnévame s

= ==l Ms
g(x) - ame
log © a
@ . (arccot z) ‘ log 2 X
lim —< = lim — = lim (arccot x)
z—1+ .CU) x—)l—i— LB r—14 (x — 1)
(z—1)2
= (arccot 1)* € (0, 00),

tedy fl x) konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje fl \/Ilfl

verguje (lze pfimo spocitat).

srovname s L

e u oco: funkci arccot £ budeme srovnavat s =. Funkci

((E—l)2 :52
Dohromady tedy srovnavame s g(x) = lzﬁ. Mame
x2x®
g2 (arccot z)® 3
@) ] o o
lim —* = lim ; = lim ——— - (zarccotz)* =1 € (0, 00).
T—00 g($) T—00 Ong T—00 (CC o 1)5
xr2 x>
Tedy f2 x) konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje f2 (log x)x™ 3= “dux,
ktery konverguje pravé tehdy, kdyz —5 — a < 1 tedy pravé pro a > —l
Zaver: fo x) konverguje pravé tehdy, kdyz a>—5
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(d) Ukazte, ze funkce z — sinz je kladna na (0, 00) a vySetfete konvergenci
/°° (log x)(log(z — sinx)) d
x
/0 25 +10 +sinz
Reseni:

e Uvazujme funkci h(x) = = — sinz. Pak h(0) = 0 a h'(z) = 1 — cosz na
€ (0,00). Pak ' > 0 na (0,00). Specialné je b’ > 0 na (0,27). Tedy h je
rostouci na [0, 27]. Navic h neklesa na [27, 00). Tedy h > 0 na (0, 00).
e funkce f je spojita na (0, 00).
e funkci h = x — sinx lze rozvinout jako z —sinx = % + o(z%).
e u 0: budeme srovnivat log(z — sinz) s logz® = 3logxz. Dohromady tedy

3log?x
1

srovnavame s g(z) = . Mame

(log z)(log(z—sin x))

14)0 (CL’ x~>0+ 310g X z—0+ 310g$

=1-10=10 € (0, ),

. (xg + 10 + sin )

tedy fo ) konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje fo 3log? x dz, ktery
konverguje (nutno ukézat).
Limitu jsme spocetli jako

. 1—
lim log(z —sinz) r'm lim enr lim 1 1—cosz ?
z—0+ 3logx néco/oo T—0+ % z—0+ 3 x2 T —sinx

. .6 . ‘s
e u oco: budeme srovnavat log(z—sinz) s log . Funkci x5 4+104-sin z srovnavame

log T
6

s 8 Dohromady tedy srovnavame s g(z) = . Mame

x5

(log xﬁ) (log(z—sin z))
lim f($) — lim z5+10+sinx

log(z — sinx) 2% + 10 + sinz

= lim =1¢€ (0,00
zo0 g(x) w00 logzx T 00 log = x% ( )
x5
tedy fl x) konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje f > log = dz, ktery kon-
verguje (nutno ukazat).
Limitu jsme spocetli jako
. log(z —sinz) _ logx(1 — sinz) log x + log(1 — S10.2)
lim ——— = lim ———% -~ = lim L
T—00 log T—00 log T—00 log
log(1 — sinz 0
~ him 1 e T ) voar 0 (0, 00)
T—00 log x oo
Zéaver: [° f(x) konverguje.
1
(e) / (arcsin z — 2)% sin” (1) cos® (gac>
0
ResSeni:

e funkce f je spojita na (0,1).

e funkci arcsin z — sin x lze rozvinout jako arcsinz — z = % + o(x?).
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e u 0: budeme srovnavat arcsinz — x s 3. Funkci sin(nz) srovnévame s 7z.

Dohromady tedy srovnavame s g(z) = (23)%(rx)?. Mame

z—0+ g(z) 20+ (x3)(mx)B

I f(z) lim (arcsinz — x) sin” (7z) cos® (5z) _ (é

>a-1~1e(0,oo),

1 1
tedy fOE f(x) konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje f0§ B g3otp dz, ktery
konverguje pravé tehdy, kdyz 3a + 5 > —1.

e u 1: Funkei sin(7x) srovnavame s 1 —z. Plyne z grafu nebo z Taylorova rozvoje
funkce sin(7z) v bodé 1. Funkei cos (§z) srovnavame s 1 — z. (Opét z grafu
nebo z Taylora v 1.)

Dohromady tedy srovnavame s g(z) = (1 — z)?(1 — 2)®. Mame

lim f(zx) o (arcsinx — x)® sin® () cos® (32) T 1)or? (g

a—1- g(x) :clgl— (1-— l‘)fB(l — ) = (5 ) € (0,00)

tedy f;l f(x) konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje fll(l — 2)**tP dz, ktery
2 2

konverguje pravé tehdy, kdyZz o + 8 > —1 (lze pfevést substituci y = 1 — = na

zndmy integral).

Limity jsme spocetli jako

sin(mx) g . wcos(mx)
lim = lim ——" — g
z—1— (1 — :L‘) 0/0 z—1— —1
lim cos (gx) LH —§ sin (gaz) T
a—1—- (1 —x) 0/0 21— -1 2

Zaver: folf(:v) konverguje pravé tehdy, kdyz (a+ 8 > —1&3a+ 8 > —1).
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