20. cviceni — Konvergence Newtonova integralu

https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Piiklady

1. VySetiete absolutni konvergenci integrala («, a, b, p,q € R):

(a)

* 1
/ ok
0 1+$2

ReSeni: Na intervalu [0,1] je funkce f spojitda - spojitd funkce na omezeném
uzavieném intervalu konverguje. Staci tedy vysetfit floo

7 limitniho srovnavaciho kritéria s g = x% méame

_1
14+22°

1

lim I lim 1+1m2 =1¢€ (0,00).

Obé funkce jsou na [1, 00) spojité, kladné. Protoze floo 1—12 konverguje, konverguje i

I f(@).

Dohromady [;° 2 konverguje.

o0
/ z%dx D
Jo
Reseni:

1
i. / % dx, kde a € R.
0

Protoze integrand je nezéporny, staci vySetiovat absolutni konvergenci.

Pro a # —1 je
/l’adl’g v
a+1

primitivni funkei k funkei 2 na (0,1). Odtud je zfejmé, Ze pro a > —1 integral
konverguje a pro a < —1 diverguje (nebot limita primitivni funkce v nule zprava
existuje, ale neni kone¢na).

Proa= -1 je
1
/ “dz €z
x
primitivni funkei k funkci % na (0,1). Odtud je zfejmé, Ze pro a = —1 inte-
gral diverguje (nebot limita primitivni funkce v nule zprava existuje, ale neni
kone¢na).

Konverguje (absolutné) pro a > —1.
+o0
il. / z%dr, kde a € R
1
Pro a # —1 je

+1
c ¢
/aza dr =

primitivni funkei k funkei 2% na (1,4+00). Odtud je zfejmé, Ze pro a < —1
integral konverguje a pro a > —1 diverguje.

Proa=—1je
1
/dxglnx
T
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primitivni funkei k funkei % na (1,+00). Odtud je zfejmé, ze pro a = —1
integral diverguje.
Konverguje (absolutné) pro a < —1.
Zavér: Nekonverguje pro zadné a € R.
S|
(c) /1 Goap Ksax<l
ReSeni: Pievedeme substituci y = 3 — z:

3 1 2
[l o
1 (3—x) 0o y*

coz konverguje pravé tehdy, kdyz a < 1.
o0
1
(d) / ————=dz D
Jo V341
ResSeni:
Na intervalu [1,00) srovname s funkei L.

lim T
Tr—r00 = Tr—r0o0
X

Protoze [[°1 diverguje, diverguje i [°f.
1 2
In(1+ 2
(e) / (72) dz K
0 1 +x
Reseni: Konverguje, protoze jde o spojitou funkci na uzavieném omezeném inter-
valu.

b

Reseni: Funkei lze rozlozit jako

1 1

1—23 (1I-2)(22+2+1)

Aplikujeme LSk s g = 1

11—z
D 1 1
lim w: lim ————— =~ € (0,00).
z—1— T z—=l—x4+x+1 3
Ale
L |
—— = [-In]1 —z[)} = 00 +0.
0 1—1' 0

Tedy i ptivodni integrél diverguje.
(2) / Tl b
——dx
& 3 22421
1

ReSeni: Srovname LSK s g = o

r—1

xlingoﬂ%% =1 € (0,00).
xX

Tedy i ptivodni integral diverguje.
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*
h —dz K
() /0 P T

Regeni: Na intervalu [0, 1] jde o spojitou funkci na omezeném a uzavieném inter-
valu, tedy konverguje.
Na [1, 00) uZijeme LSK s %2

xT

lim. 2L =1 € (0,00).

2

Protoze floo I—IQ konverguje, konverguje i puvodni integral.

1
() / (1= 2) do
0
Reseni:
1
i fZaP (1 —2)itda
Budeme srovnavat LSK s 2P~1 - 1:
p—1(1 _ p)a—1
lim i Gk = lim(1—2)7! =1 € (0,00)
z—0 xp—1 z—0
Tedy nas integral konverguje pravé tehdy, kdyz p — 1 > —1, tedy pro p > 0.
il. fll P11 —z)9 tdx

2

U jednicky srovndme LSK s 1- (1 — x)?1. Mame

p—1(1 — p)a—1
lim Gl Gl = lim 27! =1 € (0,00)
r—1— (1 — x)fI*l r—1—

Tedy nas integral u jednicky konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje integrél
fll(l — )%, Pfevedeme substituci y = 1 — a:
2

; :
ﬁ (1— )it = /0 y 1 dy,

2

ktery konverguje pravé pro ¢ —1 > —1, tedy pro ¢ > 0.
1
Zaver: [ 2P~H(1 — 2)97 ! dz konverguje pravé tehdy, kdyZ p,q > 0.

. < P
0 [
0 +x

Regeni:
.ol g
L Jo Tige do
A. ¢ >0: "1 je silngjsi nez x?" Srovnavame s funkci %, tedy
D

: lixq . 1 17 q> 0
lim = lim =
z—0 P z—0 1+ 29 %, q=0.

Tedy nés integral konverguje pravé tehdy, kdyz p > —1.

B. ¢ < 0: "27 je silngjsi nez 1"
P

Srovnavame s funkei 77, tedy

P
1. 1+x4 T :qu T 1 _
im —— = lim = lim —
z—0 % z—0 1+ x4 z—01+4+ x4

Tedy nas integral konverguje pravé tehdy, kdyz p —q > —1.
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1+4x4
q > 0: "z? je silngjsi nez 1"

2 2 . P
Srovnavame s funkei 77, tedy

i s de
A.

112«1_1. x4 _{1, qg>0

T 1 q 1
T—00 = z—oo 1 +x 3 q:(),

Tedy nas integral konverguje pravé tehdy, kdyz p — g < —1.

B. ¢ < 0: "1 je silné&jsi nez x?" Srovnavame s funkci %, tedy

zP 1
. q .
lim 122 = lim =1
z—oo P z—o00 1 4+ x4

Tedy nés integral konverguje pravé tehdy, kdyz p < —1.

Zaver: fooo % dz konverguje pravé tehdy, kdyz

(=0 & p>-1 & p—qg<-1)
Vig>0 & p<—-1 & p—g>-1)
Lze zapsat i jako:
(g>p+1 & p>-1)
Vig<p+1l & p<-1)

OOe—I‘

k d

W [
ReSeni: Ze SK:

Protoze flooe*‘” = %, tak konverguje i ptivodni integral.
0 /7T 1 — cos(ax) da
ResSeni: Jestlize a = 0, tak je f = 0 a integral konverguje pro vSechna p € R.
2
Necht a # 0. Uzijeme LSK s g = %5.

xP
1—
) % 1—cos(axr) o a?
lim — = 53— a = €(0,00).
=0+ L2 a“x 2
xT

Tedy ptivodni integral konverguje pravé pro p — 2 < 1, tedy p < 3.

(m) /00 e V¥ dx

0
eSeni: Aplikujeme substituci y = y/z. Pak

/ e Vody = 2/ ye Y,
0 0

coZ je ale konvergentn{ integral.
oo
(n) / (m — 2arctanz)® dz
0

ResSeni:
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1
i. / (m — 2arctan z)* dx
0
Funkce je na intervalu [0, 1] spojita. Konkrétné

lim (7 — 2arctanz)® = 7.
z—0+

Spojita funkce na omezeném uzavieném intervalu — integral je konvergentni.

oo
ii. / (m — 2arctanz)* dz
1

U oo srovname s &~

— 2arctan z)®
lim (T 28rctan®)® oo (0, 00).

T—00 T

N4&s integral tedy konverguje pravé pro —a < —1, tedy a > 1.
Zavér: Pivodni integral tedy konverguje pravé pro —a < —1, tedy o > 1.
+00 a
arccot® x
(0) / — —dx
0 i
Integrand f je nezéporna funkce, staci tedy vySetfovat absolutni konvergenci. K

tomu pouzijeme limitni srovnavaci kritérium a rozklad

T arccot® x L arccot® T2 arccot®
0 €T 0 €T 1 x

Ma-li totiz (absolutné) konvergovat integral vlevo, pak také konverguji (absolutné)
oba integraly vpravo (integrujeme pies mensi mnozinu). Naopak, pokud (abso-
lutné) konverguji integraly vpravo, pak také konverguje (absolutné) integral vlevo
(existenci integralii je zaruCena existence primitivni funkce na celém intervalu i
kone¢nost integréalu).

Vysetfujme nyni (absolutni) konvergenci integralu

L arccot®
b dx
0 e

a . ce, 4 ” , ~
Funkce arc‘;# je spojité a nezaporna na (0, 1], a protoze
arccot® x
. b .
lim —%— = lim arccot”z = (7/2)"
z—0+ = z—0+
x

je (absolutni) konvergence vySetfovaného integralu ekvivalentni (absolutni) konver-
genci integralu
1
o T

Pfimym vypodctem se presvédéime, Ze tento integral konverguje pro b < 1.
Vys8etfujme nyni (absolutni) konvergenci integralu

* arccot® x
— dx
1 X
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arccot® x

“3—" je spojitd a nezapornd na [1, 4+0c0), a protoze

Funkce

lim xarccotz =1,
T—-+00

plati také, ze

arccot® x
. b .
lim —%— = lim 2%arccot”x =1,
T—+00 —aTb z—0+4

a tudiz je (absolutni) konvergence vySetfovaného integralu ekvivalentni (absolutni)

konvergenci integralu
too 1
—d
/1 ratb x

Pfimym vypoctem se presvédéime, Ze tento integral konverguje pro a +b > 1 a
diverguje jinak.
Zaveér: Integral konverguje (absolutné), pokud 1 > b > 1 — a. Jinak diverguje.

+00 T
arctan ——— In® x dx
() /1 x2 41
Reseni:
Integrand je nezaporny, staci vySetfovat absolutni konvergenci.
Na pravém okoli jednicky je

1

xQL—i—lzi’ hz=In(1+(z-1)~(x—-1)

arctan

(jak dostaneme pouzitim Taylorova rozvoje logaritmu v nule). Odtud plyne, Ze
konvergence integralu
2
[ @
1

je podle limitniho srovnavaciho kritéria ekvivalentni konvergenci integralu

/12(33— 1) da

a pouzitim substituce y = x — 1 dostaneme, Ze tento je ekvivalentni integralu

1
/ y*dy
0

Posledni integrél konverguje, a to absolutné, pro a > —1.
Naopak na okoli nekoneéna je

1
arctan —
T

2+1

a podle limitniho srovnavaciho kritéria je konvergence integralu

/2+OO f(z)dx

+oola
/ na:dx
2 X
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U tohoto integralu ale umime pfimo uré¢it primitivni funkci. Na intervalu (2, +00)

plati, Ze
In® x yott Inot! g
dx = Ydy = C= C
/xx/yya+1+ a+1+
pro a # —1. Odtud p¥imo vyplyva, ze integral konverguje pro a + 1 < 0, tedy pro
a < —1.
Hodnotu a = —1 lze také vylouc¢it pfimym vypoctem, ale vzhledem k podmince u

jednicky to neni nutné.

X sinx
(a) / dx
1

T4

Reseni: Integral konverguje absolutné, neb ‘S%x' < #.
2. Necht f je definovana na intervalu (a,c0), je spojitd a f > 0 na (a,00). Necht existuje
limita lim, o f(x) = A > 0. Ukaite, ze pak [ ° f = oc.
Reseni:
Z definice limity existuje b > a takové, ze 0 < A/2 < f(z) na (b,00). Ze srovnavaciho
kritéria a nezépornosti f pak méame

/aoof(:n)dxZ/boof(:p)dxz/bm;ldx:oo.

3. Necht f >0, f € N(0,1). Dokaite, ze pak i 2*f € N'(0,1) pro viechna k € N.
ReSeni:
Méame odhad
2" f ()] < 1-|f(2)] € N(O,1).

Tedy ze SK i z¥ f(x) € N(0,1).
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