19. cviceni — Teorie integral
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Integrdly wvaZujeme Newtonovy.

Definice 1. f{ekneme, ze funkce f : I — R je stejnomérné spojitd na intervalu I, jestlize
Ve>030 >0Va,yel, [x—y|<d:|f(x)— fly)| <e.

1. Dokazte: Necht I je interval, f : I — R. Pak f neni stejnomérné spojita na I pravé
tehdy, kdyz existuje € > 0 a posloupnosti {x,}, {y,} bodt z I spliujici
limy, oo |Zn — yn| = 0 a | f(zn) — f(yn)| > € pro kazdé n € N.

2. Necht F = [ w—lg a F(1) = 1. Je pravda, ze F(—1) = 37
3. Které/a z nésledujici jsou tvrzeni pravdiva?
(a) Jestlize f'(x) = ¢'(x) (pro vSechna z), pak f(z) = g(z) (pro vSechna x).
(b) Jestlize [ f(x) = [ g(x) (pro v8echna z), pak f(z) = g(z) (pro vSechna z).
Zdroj: http://www.math.cornell.edu/ GoodQuestions/GQbysection_pdfversion.pdf

4. PRAVDA - NEPRAVDA Necht F je primitivni funkce k f na intervalu (a,b).
ANO - NE Jestlize (a,b) je omezeny a F' je omezena, pak i f je omezena.
ANO — NE Jestlize f je omezena a spojita, pak i F' je omezené.

5. PRAVDA — NEPRAVDA Necht funkce f méa na R primitivni{ funkei, g je polynom. Pak
k funkci fg existuje primitivni funkce na R.

Ktery z nasledujicich grafi muze reprezentovat primitivn{ .
" funkci k funkei na obrazku vpravo? ,
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Figure 1: https://www.wiley.com/college/hugheshallett /0470089148 /conceptests/concept.pdf
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Ktery z nasledujicich grafi muze reprezentovat primitivni
" funkci k funkci na obrazku vpravo?

/2 a

1r 1\
' I W/\!\”T
o) \/ i

L T L T
/2 7’ /2 7’

Figure 2: https://www.wiley.com/college/hugheshallett /0470089148 /conceptests/concept.pdf

8. Na obrazku je funkce f. Nacrtnéte jeji primitivni funkci F', jestlize vite, ze F(0) = 0.
(Sta¢i nacrtek, neni nutno hledat primitivni funkci ze vzorecku, jde spis o grafickou
podobu.)
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9. % Pouzijte riemannovské sumy k odhadu integralu f015 f(z)dz, jestlize hodnoty funkce
f jsou
x| 0[3]6]9]12]15
Slx) |50 | 48 |44 |36 | 24| 8

10. Necht fab f1a f; f2 konverguji a fab g1 a f; g2 diverguji. Které vyroky jsou pravdivé?

(a) f; J1 + f2 konverguje (d) f; f1f2 konverguje
(b) f; f1+ g2 diverguje (e) fab f192 konverguje
(c) ff g1 — g2 konverguje

11. PRAVDA — NEPRAVDA Necht (—a,a) C R.

ANO — NE Necht f je licha funkce. Pak ffa f=0
ANO - NE Necht f je suda funkce. Pak [* f=2[]f

12. PRAVDA - NEPRAVDA
ANO — NE Jestlize fab |f(z)| konverguje, pak fab f(z) konverguje.
ANO — NE Jestlize f;f(a;) konverguje, pak f; |f(z)] konverguje.

Véta 2 (Srovnavaci kritérium dle I. Cerného). Necht —co < a < b < co. Necht funkce
f je spojita v intervalu [a,b). Necht funkce g je definovana na [a,b), f;g konverguje a
|f| < g na (a,b). Pak konverguji i integréaly

/abﬂ /abrf\-

13. Necht f je spojita funkce definovana na omezeném intervalu (a,b). Které implikace mezi
nasledujicimi tvrzenimi plati?
(Negact k f;f konverguge je vijrok f; f = 400 nebo fabf neezistuge. )

a onverguje. c onverguje.
(a) [, f konverguj (c) J; || konverguj

(d) f je definovana a spojita dokonce na
(b) fab f? konverguje. [a,b].

F(11ac) C(11bc)
14. PRAVDA - NEPRAVDA
Necht f je funkce spojita na [1,00).
ANO — NE Jestlize lim,_,~ f(x) = 0, pak floo f(x) dz konverguje.
ANO - NE Q Jestlize [~ f(z) da konverguje, pak lim,_,o f(z) = 0.

15. Najdéte horni a doln{ riemannovské soucty pro Dirichletovu funkci

0, R
D(z) = {1 ii@.\Q
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16. B Sestrojte funkee f,(z) : [0,1] — [0, 00) tak, Ze
(a) f) fla)de=1
(b) pro kazdé x € [0, 1] je limy, o0 frn(z) = 0.
Tedy pro tuto posloupnost funkci plati
1

1 1
1:nh_>r{.101:nlggo ; fn(x)dx;é/o nh_)rrolofn(:c)dx—/o 0dz = 0.

P.S.: Stac¢i obrazkem.
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