14. cviceni — Trigonometrické funkce
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Cast prikladt mame odtud: https://is.muni.cz/do/rect/el/estud/prif/ps10/sbir
ka2/m_analyza_v2/SPzMAI_v2.pdf

Priklady
Najdéte primitivni funkce

sinz
1. g(z) =

Reseni: Podminky: cosz # —1, tedy = # 7 + 2kn. Funkce g je spojita na intervalech
(—m + 2km, 7w 4 2km), k € Z, ma tam tedy PF.

1+cosx

Pouzijeme substituci ¢t = cosx = ¢(x). Funkce f(t) = 1_—+1t

Intervaly: (ag, Br) = (—m+2kn, m+2k7), (a,b) = (—1,00). Navic p(ay, i) = (—1,1] C
(a,b).

Pak
dt = —sinz dz
Zasubstituujeme
sin .
Pa— dt —1 1+t — dr = =1 1
/1—|-cosx / og |1 +1] /9(90) T 0g |1 + cos z|
x € (—m + 2km, m + 2km)
1
9() 1 +sin®z

Reseni: Funkce g je spojita na R, ma tam tedy PF.

PouZijeme substituci ¢ = tanx = ¢(x). Funkce f(t) = H%ﬁ

Intervaly: (o, Br) = (=5 + km, 5 + knm), (a,b) = (—o00,00). Navic p(ag,Br) =
(—O0,00) - (a7 b)

Mame tedy
1 1
dt = d — =d
cos2g 142 “
Zasubstituujeme
1 1 1 1 1
———dz — . dt = =
/1—|—sin2x /1+1ftz 1+1¢2 /1+2t2 /1+(ﬂt>2

2 2
g \2[ arctan(v/2t) — / )dx = \g arctan(v/2 tan )

e (=5 +kn, 5 +kn)
V bodech 5 + k7 je potfeba funkci slepit, coz bude naplni az pristi hodiny.
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3sin?z + cos?
3. g(x) =

sin x + 3cos? x
Reseni: Funkce g je spojita na R, ma tam tedy PF.

Pouzijeme substituci ¢ = tanx = ¢(x). Funkce f(t) = ?;fjgl : tzlﬂ.

Intervaly: (o, Br) = (=% + km, § + kn), (a,b) = (—o0,00). Navic ¢(ag,fr) =
(_00700) - (CL, b)

Méme tedy

1 1
dt = ———d
cos2g 14 ¢2

= dz

Zasubstituujeme

3sin? 2 + cos? x 32+ 1 1
— 5 dr — [ 5% 33

sin“x + 3 cos® x t*+3 t-4+1
Déle fesime rozkladem na parcialni zlomky. Ve zlomku

3t2+1
(t2+3)(t2+1)

formalné pisme y misto ¢2.

Varovani: tento trik slouzi pouze k rozkladu na parcidlni{ zlomky, nelze s nim dale
integrovat.

Pak podle véty o rozkladu na parcidlni zlomky mame, Ze

3y+1 A N B
(y+3)(y+1) y+3 y+1

3y+1=Ay+1)+ B(y+3)

a dosazenim y = —1 dostaneme, 7ze B = —1, dosazenim y = —3 dostaneme, ze A = 4.
Plati tedy, ze
32 +1 4 1

E+3)(E2+1) £2+3 £2+1

Nyni dokoné¢ime integraci

3 +1 1 4 1 o 4 ;
iz = | g3 gyg) &= Jzarctan 5 —arctant
/t2+3 241 /<t2+3 t2+1> \/gal"can\/g arctan
c 4 tgx
— T) = — arctan —= — arctan(tgx
/9<> 7 N (tg )

re (=5 +km,§+km)

V bodech § + k7 je potfeba funkci slepit, coz bude naplni az pfisti hodiny.

C083 X

4 g(@) = 2 —sinzx

Regeni: Funkce g je spojita na R, ma tam tedy PF.
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Pouzijeme substituci ¢ = sinx = ¢(z). Funkce f(t) = 12:22.
Intervaly: (o, 8) = (—00,00). (a,b) = (—00,2). Navic p(a, ) = [-1,1] C (a,b). Mame
dt = cosx dzx.

Zasubstituujeme

cos® x
2 —sinz smx

3 t2
/2+t+2dt92t+2+310gt—zy

sin? x
—>/ dx—2smx+ 5 + 3log|sinx — 2|

- g(7) = 2 —cosx

Reseni: Funkce g je spojita na R, ma tam tedy PF.
Pouzijeme substituci ¢ = tan § = (). Funkce f(t) = H%

Intervaly: (ag, k) = (—m + 2km, m + 2kn), (a,b) = (—00,00). Navic p(ag,fr) =
(—o0,0) C (a,b).

Méame ; 5

dt = dz, = dzx

2cos? 3 1+¢2
Zasubstituujeme
1 1 2 2 2
/de—>/ 2 ] tht:/l 3t2:/ 2
—cosx 2- 175 1+ + 1+ (v/3t)
g larctan (v/3t) %/ )dx = iarctan(\ftan )
V3 V3 2

x € (—7 + 2km, 7 + 2kn),
V bodech 7 + 2kn je potieba funkci slepit, coz bude naplni az pristi hodiny.

- 9(@) = sin z

Reseni: Funkce g je spojita na (0 + k7,7 + k7), ma tam tedy PF.
Pouzijeme substituci ¢ = cosz = ¢(z). Funkce f(t) = —127.
Intervaly: («, ) = (0 + km, 7 + k), (a,b) = (—1,1). Navic ¢(«, ) = (—=1,1) C (a,b).

Méame dt = —sinz dzx.

Zasubstituujeme

/ 1 d /sinxd / sinz _)/ /1 1 1 1
Tr = —_— €T = _ _
sin x sin? 1—cos?z 1—152 2t—1 2t+1

1 1 1
log]t—1|—log]t+1\—>/ d:v— log|cosx—1|—flog]cosx+1]

€ (0+km,m+ km)
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7. g(z) = %

cosx sin® x
Regeni: Podminky: cosz # 0, sin # 0, tedy = # k5.
Funkce g je spojita na (0 + k5, 5 + k%), méa tam tedy PF.

Pouzijeme substituci ¢ = tanx = ¢(x). Funkce f(t) = ti}fl.

Intervaly: (ag, ) = (0+km, §+k7), (a,b) = (0,00). Navic ¢(ay, Br) = (0,00) C (a,b).

Méme tedy
1 1
dt = dz, ——=d
cos? x v 1+ ¢2 v
Zasubstituujeme
1 1 1 1 t2+1
——dz = - - dz — . dt = + dt
cos x sin® x coszsing - sin?x _t 212 3
1+t2  14+¢2
C 1, C
Sloglt| — =12 — £ log|tga| —
ogltl = 56— [ gta) Stog|tea] - 3

€ (0+km 5+ kn)

Nyni vétu o substituci aplikujeme je3té jednou s intervaly: Intervaly: (ou,Br) = (5 +
kﬂ-vﬂ- + kﬂ-)a (CL, b) = (_OO’ 0) Navic @(aka Bk) = (—OO, 0) - (CL, b)

ZAavér:
C
= log|t _—
[ 9t € o5 el - 5o
ve(0+kG, 5 +kT)
Poznamka:
1 _ cos? x c cos? 1 _ cos?x + sin?z _ 1
2tan?z  2sin?z  2sinz 0 2 2sin? z © 92sin?x
sinzx
8. g(x) =

sinx — cosx
Reseni: Podminky: cosz # sin # 0, tedy = # 1tk

Funkee g je spojitd na (—27 + km, T + k), ma tam tedy PF.

t 1
t—1  1+4t2°

Intervaly: (ou, Bg) = (=37 +km, =% + k), (a,b) = (1,00). Navic (o, Bi) = (1,00) C
(a,b).
Méme tedy

PouZijeme substituci ¢ = tanx = ¢(x). Funkce f(t) =

1 1
x [
cos?x 1+ t2

dt = = dz
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Zasubstituujeme

SlIl X
sin x — cos .’E

1
tanx 5 1 —t+1
x — dt = 2 —. dt
/tanx—l /t—l 1+2 /t—1+2 1+
dt
/t T2 1—|—t2+1+t2

1 ) 1
§log|t— 1| - 710g|t + 1]+ §arctant

Q

1 1
—>/ log|tanx—1]—110g]tan x+1|+§arctan(tanx)

x € (=3r+km,—Z + kn)

Nyni vétu o substituci aplikujeme jesté jednou s intervaly: Intervaly: (., Br) = (=5 +
k7ra % + kTF), (C_Z,b) = (_007 1) Navic 80(0_41“6’0 ( 0, 1) <a b)
Zaver:

1 1 1
/g(az) g §log\tan:z: -1 - Zlog]tanzx + 1]+ iarctan(tanx)

v € (—3m+km,—% + k)

r € (=5 +kn, § + kn),

V bodech —F + km je potieba funkci slepit, coz bude naplni az pristi hodiny.
sin® x

1+4cos?z + 3sin’x

Reseni: Funkce g je spojita na (—oo,00), mé tam tedy PF.

9. g(z) =

Pouzijeme substituci t = cosz = p(x). Funkce f(t) = -1

244"
Intervaly: («, 8) = (—o0,0) (a,b) = (—o00,00). Navic p(«, 8) = [—1,1] C (a,b). Mame
dt = —sinx dez.
Zasubstituujeme

sin® (1 —cos®z)sinx
—5 dz = 5 5 dz
1+4cos?z+ 3sin® x 14 4cos?z + 3(1 — cos? x)

—>/ i dt—/t2 dt/ >
1+42+3(1—12) ] t2+4 t2+4

5 t
Qt— farctanf
2
_}/ 5 ; cosx
w—cosw— — arctan
2 2

x € (—00,00)
10. g(z) =tg’x
Podminky: cosz # 0, tedy = # § + k7
Funkce g je spojita na (—%5 + km, 5 + k), ma tam tedy PF.

PouZijeme substituci ¢ = tanx = ¢(x). Funkce f(t) = 1%2
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Intervaly: (ou,fr) = (=5 + kn, 5 + kn), (a,b) = (—o00,00). Navic p(ag,Br) =
(—00,00) C (a,b).

Méme tedy
1 1
cos?z D 1+¢2 o
Zasubstituujeme
to t ctt 2 1
tan®zdr - [ —=dt= [ (2 —t+——" ) dt=— — — 4 ~In(1 + ¢
/anx:c /1+t2 /( +t2—|—1> 1 2+2n(+)

1 1 1
— /g(:c) g Ztan4a:— itan2m+§ln(l + tan® z)
r € (—5 +km, 5+ km)

sinx
11. = —
9(x) 1+sinz
Regeni: Podminky sinz # —1, tedy z # —5 +2km.
Funkce g je spojita na (—% + 2km, 3T + 2kn), ma tam tedy PF.

Pouzijeme substituci ¢ = tan § = (). Funkce f(t) = At

@) (02

Intervaly: (ag,Bx) = (=5 + 2km, 7 + 2k7), (a,b) = (—1,00). Navic (o, Br) =
(—1,00) C (a,b).

Mame 1 5

dt = ———d ——=d
2cos? § “ 1+¢2 “
Zasubstituujeme
sinx 2t 1 2 41
——dr — : . dt = dt
/1+sinx . /t2+1 L+ 20 211 /(t2+1)(t2+2t+1)

B / 4t g —
) @+ nE+12 T
Postupujeme rozkladem na parcidlni zlomky, ktery hledame ve tvaru

At _ A, B CitD
(B+1)E+1)2  t+1 (t+1)2 241

Odkud pfenasobenim vyplyva
At = A(t+1)(> +1)+ B(t> + 1) + (Ct + D)(t + 1)?
Dosazenim t = —1 dostaneme, Ze B = —2. Dosazenim t = i dostaneme
4i = (Ci+ D)(1+i)* = (Ci+ D)-2i

2=Ci+D
odkud plyne, ze C =0 a D = 2. Zpétnym dosazenim dostaneme

A=A+t +1) =282 +1) +2(t + 1)?
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a porovnanim absolutnim ¢lent vidime, ze 0 = A — 2 4+ 2, tedy, ze A = 0. Hledany
rozklad ma tedy tvar
4t B 2 n 2
R2+D)E+1)2 (t+1)2 241

Dokonéeme integraci.

/ it / 2 dt+/ 2_ @S 2 4 gurctant
= — — = arctan
(t2+1)(t+1)2 (t—l— 1)2 t2+1 t+1

— / =TT teZ = —|— 2 arctan(tg 2)

x € (=5 + 2km, m + 2km),

Nyni vétu o substituci aplikujeme jesté jednou s intervaly: Intervaly: (g, Be) = (7 +
2km, 3% + 2k7T)a (C_Lv b) = (700’ 71) Navic So(dk,ﬁk) = (7 71) (CL b)

ZAver:

1o

2
/g(a:) W + 2arctan(tg 2)

x € (=% +2km, 7+ 2km), x € (m + 2km, 3T + 2km).
V bodech 7w + 2k7 je potifeba funkci slepit, coz bude naplni az pristi hodiny.

2 —sinz
12. g(z) = ———
9(x) 24 cosx
Regeni:
Funkce g je spojita na (—oo,00), ma tam tedy PF.

t2—t+1
(t2+1)(t2+3)

Intervaly: (ag, k) = (—m + 2km,m + 2k7), (a,b) = (—00,00). Navic p(ag,fr) =
(—o0,00) C (a,b).

Mame

Pouzijeme substituci ¢ = tan § = (). Funkce f(t) =

dt = —— da,

=d
2cos? & 1+ t2 .

Zasubstituujeme

2 — si 2 - 2 2 2 t41 4+2t 2t
/ Sml‘dx%/ 1+t§. dt:4/ + dt:/+ — 5——dt
2+ cosz 2 1=t2 1442 (t2+1)(t*> + 3) 24+3 241

1+t2
2t 4 2t 4 t
= — dt € log [t2 + 3| + — arctan — — log [ + 1
[ s g ey gl 3]+ - avetan -~ log 4 1
c 2 X 4 tan 5 9 T
— z) = log | tan® — + 3| + —= arctan —log|tan® = +1
[ 9@ € o an? 4 3]+ avetan <2 —log] tan § +1

x € (—7 + 2k, 7 + 2km)
V bodech 7 4 2k7 je potfeba funkci slepit, coz bude naplni az pristi hodiny.
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