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P°íklady

Ur£ete primitivní funkci k funkci f(x) na v²ech intervalech, kde PF existuje.

1. Goniometrické substituce

(a) f(x) =
√

4− x2

�e²ení: Zvolme substituci x = 2 cos t. Pak dx = −2 sin t dt a 4 − x2 = 4(1 −
cos2 t) = 4 sin2 t. Intervaly budou: t ∈ (0, π), pak x ∈ (−2, 2). Navíc −2 sin t ̸= 0
na (0, π) a funkce 2 cos t, t ∈ (0, π) je na (surjekce). Dostáváme∫ √

4− x2 dx →
∫ √

4 sin2 t(−2 sin t) dt =

∫
−4| sin t| sin tdt

Protoºe jsme na intervalu (0, π), tak | sin t| = sin t a∫
−4| sin t| sin tdt = −4

∫
sin2 t dt.

Poslední integrál lze vy°e²it dv¥ma per partes nebo p°episem sin2 t = 1−cos 2t
2 . Pak

−4

∫
sin2 tdt = −4

∫
1− cos(2t)

2
dt = −4

(
t

2
− sin(2t)

4

)
+ c

Celkem tedy pro x ∈ (−2, 2) máme∫ √
4− x2 dx = −4

(
arccos(x/2)

2
− sin(2 arccos(x/2))

4

)
+ c

(b) f(x) =
1

(1− x2)3/2

�e²ení: De�ni£ní obor funkce f je interval (−1, 1), sta£í tedy ur£it primitivní
funkci na tomto intervalu. Provedeme substituci x = sin t. Protoºe x ∈ (−1, 1), je
t ∈ (−π

2 ,
π
2 ). Potom

dx = cos t dt,

a protoºe cos t > 0 pro t ∈ (−π
2 ,

π
2 ), podle druhé v¥ty o substituci máme∫

1

(1− x2)3/2
dx →

∫
1

(1− sin2 t)3/2
cos t dt =

∫
1

cos3 t
cos t dt =

∫
1

cos2 t

C
= tan t

a s p°ihlédnutím k tomu, ºe pro t ∈ (−π
2 ,

π
2 ) je cos t =

√
1− sin2 t, dostaneme

=
sin t

cos t
=

sin t√
1− sin2 t

→
∫

f(x) dx
C
=

x√
1− x2
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(c) f(x) =

√
a+ x

a− x
, a > 0

�e²ení: Z podmínek na integrand máme x ∈ (−a, a). Pouºijeme substituci x =
a sin t. Intervaly budou t ∈ (−π

2 ,
π
2 ). Navíc dx = a cos t dt.

Potom∫ √
a+ x

a− x
dx =

∫
a

√
1 + sin t

1− sin t
cos t dt →

∫
a

√
(1 + sin t)2

1− sin2 t
cos t dt =

=

∫
a(1 + sin t) dt

C
= at− a cos t →

∫
f(x) dx

C
= a arcsin

x

a
−
√

a2 − x2

(d) f(x) =
1

(x2 + a2)3/2
, a > 0

�e²ení: Lze pouºít substituci a sinh t, ale ukáºeme si jiný postup, pouºijeme sub-
stituci x = a tg t. Intervaly: x ∈ (−∞,∞), t ∈ (−π

2 ,
π
2 ). Potom dx = a

cos2 t
dt a s

p°ihlédnutím ke vztahu tg2 t+ 1 = 1
cos2 t

platí∫
1

(x2 + a2)3/2
dx →

∫
1

a3 · (tg2 t+ 1)3/2
a

cos2 t
dt

=

∫
1

a2
cos t dt

C
=

1

a2
sin t →

∫
f(x) dx

C
=

1

a2
x√

a2 + x2
,

p°i£emº poslední vztah plyne z výpo£tu

tg2 t =
sin2 t

cos2 t
=

sin2 t

1− sin2 t
→ sin2 t =

tg2 t

1 + tg2 t
=⇒ sin t =

tg t√
1 + tg2 t

.

2. Hyperbolické:

(a) f(x) =
√
a2 + x2, a > 0

�e²ení: Pouºijeme substituci x = a sinh t. Intervaly: x ∈ (−∞,∞), t ∈ (−∞,∞).
Potom dx = a cosh t dt a platí∫ √

a2 + x2 dx →
∫

a2 cosh2 t dt
C
=

a2

2
(t+ cosh t sinh t)

→
∫

f(x) dx
C
=

1

2
a2 arg sinh

x

a
+
1

2
x
√
a2 + x2

C
=

1

2
a2 ln

(
x+

√
a2 + x2

)
+
1

2
x
√
a2 + x2

Integrál
∫
cosh2 t lze spo£ítat rozepsáním do

∫
1
4(e

−2t+ e2t+2), pomocí per partes
nebo pomocí vzorce cosh2 t = (1 + cosh(2t))/2.

(b) f(x) =
x2√

a2 + x2
, a > 0

�e²ení: Pouºijeme substituci x = a sinh t. Intervaly x ∈ R, t ∈ R. Potom
dx = a cosh t dt a platí∫

x2√
a2 + x2

dx →
∫

a2 sinh2 t

a cosh t
a cosh t dt = a2

∫
sinh2 t dt

C
=

a2

2
[t− sinh t cosh t]

→
∫

f(x) dx
C
=

a2

2
arg sinh

x

a
−1

2
x
√

a2 + x2
C
=

1

2
a2 ln

(
x+

√
a2 + x2

)
+
1

2
x
√

a2 + x2
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(c) f(x) =
x2√
x2 − 2

�e²ení: Provedeme substituci x =
√
2 cosh t. Intervaly: x ∈ (

√
2,∞), t ∈ (0,∞).

Potom dx =
√
2 sinh t dt a platí∫

x2√
x2 − 2

dx →
∫

2 cosh2 t√
2 sinh t

√
2 sinh t dt =

∫
2 cosh2 t dt

C
= (t+ sinh t cosh t)

→
∫

f(x) dx
C
= arg cosh

x√
2
+

1

2
x
√

x2 − 2
C
= ln

(
x+

√
x2 − 2

)
+

1

2
x
√

x2 − 2

Pro x ∈ (−∞,−
√
2), uvaºujme substituci x = −

√
2 cosh t, t ∈ (0,∞). Pak∫

x2√
x2 − 2

dx →
∫

2 cosh2 t
√
2
√
sinh2 t

(−
√
2 sinh t) dt = −

∫
2 cosh2 t dt

C
= − (t+ sinh t cosh t)

Vyjád°íme − x√
2
= cosh t, tedy t = arg cosh− x√

2
.

Navíc sinh2 t = cosh2 t− 1, tedy | sinh t| =
√
cosh2 t− 1.

Tedy∫
x2√
x2 − 2

dx
C
= − arg cosh− x√

2
+
1

2
x
√
x2 − 2

C
= − ln

(
x+

√
x2 − 2

)
+
1

2
x
√
x2 − 2

(d) f(x) =
√
x2 − a2, a > 0

�e²ení:

Pouºijeme substituci x = a cosh t. Pracujeme na intervalech x ∈ (a,∞) a t ∈
(0,∞).
Potom dx = a sinh t dt a platí∫ √

x2 − a2 dx →
∫

a2 sinh2 t dt
C
=

a2

2
(cosh t sinh t− t)

→
∫

f(x) dx
C
= −1

2
a2 arg cosh

x

a
+

1

2
x
√

x2 − a2.

Lze také psát∫ √
x2 − a2 dx

C
= −1

2
a2 ln

∣∣∣x+
√

x2 − a2
∣∣∣+ 1

2
x
√

x2 − a2.

Pro interval x ∈ (−∞,−a) uvaºujme substituci x = −a cosh t a t ∈ (0,∞). Pak
dostaneme ∫ √

x2 − a2 dx →
∫

−a2 sinh2 t dt
C
= −a2

2
(cosh t sinh t− t)

Vyjád°íme −x
a = cosh t, tedy t = arg cosh−x

a .

Navíc sinh2 t = cosh2 t− 1, tedy | sinh t| =
√
cosh2 t− 1.

Tedy ∫ √
x2 − a2

C
=

a2

2
arg cosh−x

a
+

1

2
x
√

x2 − a2

Jiný p°ístup pro x ∈ (−∞,−a): Lze ukázat, ºe jestliºe f je sudá, tak lze najít
primitivní funkci F (x), která bude lichá. (Pozor, obecn¥ jakákoli taková F lichá
být nemusí, záleºí na konstant¥ +C.) Pak sta£í vyjád°it F tak, aby byla lichá.
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3. Sm¥s

(a) f(x) =
1√

1 + ex

�e²ení: Pouºijeme substituci y =
√
1 + ex. Intervaly x ∈ R, y ∈ (1,∞). Pak

ex = y2 − 1, tedy x = ln(y2 − 1). Dopo£teme dx = 2y
y2−1

dy. Odtud máme∫
1√

1 + ex
dx →

∫
1

y

2y

y2 − 1
dy = 2

∫
1

y2 − 1
dy

C
= ln

∣∣∣∣1− y

1 + y

∣∣∣∣
→
∫

f(x) dx
C
= ln

∣∣∣∣1−√
1 + ex

1 +
√
1 + ex

∣∣∣∣
(b) f(x) =

5√
4x− 7 + 3

�e²ení: Substituce y =
√
4x− 7. Intervaly x ∈ (74 ,∞), y ∈ (0,∞).

Pak (y2 + 7)/4 = x a y/2 dy = dx. Pak∫
5√

4x− 7 + 3
dx →

∫
5

y + 3

y

2
dy =

5

2

∫
y

y + 3
dy =

5

2

∫
1− 3

y + 3
dy =

5

2
(y − 3 ln |y + 3|) + c →

∫
f(x) dx

C
=

5

2
(
√
4x− 7− 3 ln |

√
4x− 7 + 3|) + c

(c) f(x) = sin
√
x

�e²ení: Zvolme substituci y =
√
x. Intervaly x ∈ (0,∞), y ∈ (0,∞). Pak y2 = x

a 2y dy = dx. Potom ∫
sin

√
x dx →

∫
2y sin y dy

Tento integrál vy°e²íme pomocí per partes, zvolíme v = 2y, u′ = sin y. Pak v′ = 2,
u = − cos y. Máme∫

2y sin y dy = −2y cos y + 2

∫
cos y dy = −2y cos y + 2 sin y + c

Zp¥tn¥ zasubstituujeme a dostaneme∫
sin

√
x dx = −2

√
x cos

√
x+ 2 sin

√
x+ c.

(d) f(x) =

√
x

1 + 3
√
x

�e²ení: Zvolme substituci y = 6
√
x. Intervaly x ∈ (0,∞), y ∈ (0,∞). Pak y6 = x

a 6y5 dy = dx. Máme∫ √
x

1 + 3
√
x
dx →

∫
y3

1 + y2
6y5 dy = 6

∫
y8

1 + y2
dy =

Provedeme d¥lení mnoho£len· a získáme

6

∫
y8

1 + y2
dy = 6

∫
y6−y4+y2−1+

1

1 + y2
dy = 6

(
y7

7
− y5

5
+

y3

3
− y + arctan y

)
+c

Vrátíme substituci:∫ √
x

1 + 3
√
x
dx = 6

(
x7/6

7
− x5/6

5
+

x1/2

3
− x1/6 + arctanx1/6

)
+ c
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