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9. cviceni — Per partes, substituce 2 + lepeni
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Piiklady

Urcete primitivni funkei k funkci f(z) na vSech intervalech, kde PF existuje.

1. (a)

/ arctan x dx

ResSeni:
1

Per partes: v/ =1, u = z, v = arctanz, v/ = L

T

14 22 du

/1 -arctan x dx = [z arctan x| — /

Substituce y = 1 + 22.

z 1 c 1 9
_/1+x2dx—>—2/ dy——flog\y|—> /1+ 5 dz ilog(lﬁ-x)

Tedy dohromady

1
/f(a?) dz € zarctanz — B log(1 4 %)

rz€eR

1
/ dx
COS T

Regeni: PouZijeme substituci y = sinz. Potom dy = cosz dz a plati

1 cos T cos T c 14y
dr = dx = T — = —log|—=
cos T cos?x 1—sin?z x 1— 1—y2 2 1—y

— /f(x)da:g ;log'1+s¥n$

1l —sinz

Funkce —L- = 25— je definovdna na (—5 + km, § + k), k € Z. Na téchto
intervalech tedy mé smysl hledat primitivni funkci. J eden z nich zafixujeme.

Pro substituci mame ¢ = sinz, interval (o, 8) = (=% + km, § + k), k € Z. Plati
sin((a, B)) = (— 1 1)

Funkce f = y2 mé primitivni funkci specialné na intervalu (a,b) = (—1,1).
Protoze sin((«, 8)) C (a, b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny
integral je pro z € (a, 3). Protoze takhle miizeme zafixovat interval pro kazdé k,
dostavame celkem = € (=5 + k7, § + kn), k € Z.

/ cotg x dx

ReSeni: Pouzijeme substituci y = sinz. Potom dy = cosz dz a plati

d
/cotgmdx:/cf)sxdx% yyglog|y|—>/f(m)da:gln|sin:z:]

ST
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Funkce cot z je definovana na (0 + km,m + km), k € Z. Na téchto intervalech tedy
mé smysl hledat primitivni{ funkci. Jeden z nich zafixujeme.
Pro substituci mame ¢ = sinz, interval (o, 3) = (0 + k7,7 + km), k € Z. Plati
sin((a, 8)) = (0,1] (nebo [—1,0)).
Funkce f = 1 ma primitivn{ funkci na intervalu (a,b) = (0,00) (nebo (—o0,0)).
Protoze sin((«, 5)) C (a, b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny
integral je pro z € (a, 3). Protoze takhle miizeme zafixovat interval pro kazdé k,
dostavame celkem = € (0 + km, 7+ k7), k € Z.
dx
x

1
(d) /a:loglfx

ReSeni: Per partes: u’:a:,u:%2 v = log 1= v’zlfwg
1 1 1 2 1 1 2-1+1
/xlog +xdyc:faﬂln —HE—/ < de = ~2%log +x—/$ * dx =
—x 2 1—=z 1— a2 2 1—x 1— a2
1, 1+=x 1 cl 4 1+=x 1 1+4+=
2" 8Ty /( +11:2> SR e R
E(_lal)

sinx + cosx
(e) ———dx
v/sinx — cosx

ReSeni: Pouzijeme substituci y = sinz — cosz. Potom dy = cosx + sinz a plati

i d 3
SINT + cos T du Yy Cc 3 93

/sinx — cosx yl/3 27

—>/f dr €

Funkce $2ZECSE e definovana na (I +km, 2% +kr), k € Z. Na téchto intervalech
Slnl’ CosS T

tedy ma smysl hledat primitivni funkci. Jeden z nich zafixujeme.

Pro substituci mame ¢ = sina — cosz, interval (a, 8) = (5 + km, 2T + knr), k € Z.
Plati (sin — cos)((a, 8)) = (0,v/2) pro suda k a Plati (sin — cos)((«, 8)) = (—v/2,0)
pro licha k.

w\w

{/(sinz — cosx)2 = f\/1—51n2x

Funkce f = 3%/@ mé primitivni funkei na intervalech (a,b) = (0,00) (ten vezmeme
pro sudé k) nebo na (a,b) = (—o0,0) (ten pro licha k). Protoze sin((«, 8)) C (a, b),
tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny integral je pro x € («, ).
Protoze takhle muzeme zafixovat interval pro kazdé k, dostavame celkem (7 +
km, 2 + kr), k € Z.

(Neni potieba najit presné interval (0, /2), dilezité je jen ovéfit vztah sin((a, 3)) C

(a,b).)
1
() / Va(l —x) dr

ReSeni: Pouzijeme substituci y = Vz. Potom y? =z, dy = ﬁ dx a plati

dy 2 9 arcsin Y

[ miset =t i
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— /f(x) dz € 2arcsin vz

Primitivni funkci budeme hledat na intervalu (0,1), protoze tam je definovéna
funkce 1

Va(l-z)
Polozme ¢ = /7 a (a, B) = (0,1). Pak /((0,1)) = (0,1).
. 1 . e e, . . . .
Funkce f = S ma primitivn{ funkci na intervalu (—1,1). Protoze \/((a, 8)) C

(a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny integral je pro z €

(0,1).
(2) /$262z dx
Reseni:
Prvni per partes: v/ = e 2%, u = —%6_2‘70, v=2x% v = 2.
2 —2x 1 2 —2x 2z
e “Pdxr = —ixe 4+ [ xe” “Fdx =
Druhé per partes: v/ = e 2%, u = —%e*%, v=ux,v =1
1 1 1 1 1 1
_ _53626—2:(: + |:—21'€_2$:| + 2/6—295 d < _ixze—n _ §xe—2x _ 4/6—250
zeR
3
(h) / ST
sin

ReSeni: Pouzijeme substituci y = sinz. Pak plati

cos® cos? x cosw (1 —sin?z)
- dv = | ———dr = [ ——— cosxdx
sin x sin x sinz
2

1—y? 1 2 .
—>/ Y dy:/dy_/ydygbgw_%—>/f($)d$gln\sinx|_sn;x
Yy y

C083 _ (l—sin2 $) cosxT

Funkce — je definovana na (0 + km,m + k7), k € Z. Na téchto
intervalech tedy mé smysl hledat primitivni funkci. Jeden z nich zafixujeme.

Pro substituci mame ¢ = sinz, interval (o, 3) = (0 + k7,7 + km), k € Z. Plati
sin((a, 8)) = (0,1] (nebo [—1,0)).

Funkce f = =y g primitivni funkci na intervalu (a,b) = (0,00) (nebo —o0,0)).
Protoze sin((«, 8)) C (a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny
integral je pro z € (a, 3). Protoze takhle miizeme zafixovat interval pro kazdé k,
dostavame celkem = € (0 + km, 7+ k7), k € Z.

1
——dx
/ Va2 +1
Regeni: PouZijeme substituci y = v22 + 1. Potom dy = ﬁ dr a y?> — 1 = 22
a plati

1 T

/ Ly d —>/ L 4 / L gy € L1y
—_—Ar = R tme—— 0 4 51 _— = — = —— |0 —
xvz?+1 22 \/22 +1 y?—1 Y 1—y? Y 2 gl—y
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——1lo
2 %1 _ Va2 +1
Primitivni funkei budeme hledat na intervalech (0,00) a (—00,0), protoze tam je
definovana funkce 1

Polozme ¢ = Va2 +1 a (o, 8) = (0,00) (nebo (—o0,0)). Pak ¢((a, ) = (1,0)
(v obou piipadech).

_)/f(x)dwg 1 1+vVx2+1

Funkce f = 1_1y2 mé primitivni funkci specidlné na intervalu (1,00). Protoze
o((a, B)) € (a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny integral

je pro z € (0,00) i pro z € (—00,0).
() /xarctan:vdm
2

ReSeni: Per partes: ' =z, u = %, v = arctanz, v = 1

1422 "
/ con d — L2 et 1/ x2d Lo, o 1/:1:2—|—1—1d
rarctanx dr = —x“ arctanx—— Tr = —x“arctanr—— ———dx =
2 2/ 1422 2 2 1+ 22
1 1 1 1 1
= —72? arctanx—/ 1-— d:vg g2 arctanz — —xr + —arctanx
2 2 1+ 2 2 2

r e R
(k) /log(x—i- 14 22)dx

Regeni: Per partes: v/ =1, u =z, v = log(z + V1 + 22), v/ = \/ﬁ

/1-log<m+ 1+a:2> dx = [mln(a:—i— 1+x2>} —/xdacg
1+ 22

xlog<x+\/1+x2>—\/1+x2

Posledni integral lze poéitat napf. substituci y = 1 + 22,
z€eR

) /sin(logw) dz

Reseni: PouZijeme integraci per partes, polozme v' = 1, u = sin(logx). Potom
v ==z au = cos(logz) - 1. Dostaneme, ze

/ 1-sin(log z) = asin(lnz) — / cos(Inz) dz =

Nyni pouzijeme jesté jednou per partes na v =1 a u = cos(log z) a dostaneme

/1~sin(logfv) :xsin(lnm)—/cos(ln:c) dx = xsin(lnx)—:pcos(lnx)—/sin(ln:p)

Ptevedenim integralu napravo na levou stranu dostaneme, Ze

2/ 1 -sin(log ) ¢ zsin(lnz) — x cos(In )

/ sin(log ) g

z(sin(lnz) — cos(lnx))

DN |

x € (0,00)
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(m) /a;"logxdx, n#—1

Regeni:
Polozme v/ = 2", v = logz. Potom u = 2" /n+1av = % Integrace per partes
dava
n+1 n n+1 n+1
/x"loga:da:zgC lnx—/ R A Ing— —
n+1 n+1 n+1 (n+1)2
x € (0,00)
(n) /e” sin bx dz

Regeni:

Prob=0je [e™sin(0z) dz = [0 dx .
Nyni predpoklddejme, ze a # 0, b # 0. PouZijeme nadvakrat integraci per partes,
exponencielu budeme derivovat a goniometrickou funkci integrovat. Plati

/e‘” sinbzx do = —%e‘”ﬁ cos bx + % /eax cosbx dx =

1 axr a ar .3 a2 ar _.:
_56 cosbfc+b—26 Smbfc—b—2 e sin bx dzx.

Odtud vyplyva, ze

2
1
<1 + Z2> /e‘m sinbz dz € —Ee‘w cos bx + %eax sin bz

b a . e®
ﬁe” cos b:c—|—276“x sinbr =
a®+b a

/e” sinbz da € — T pos (asinbx — bcos bx)

Lehko se ovéri, ze vysledek plati i pro a = 0, pokud b # 0.

zeR
2. (a) J(@) = |z

Regeni: Funkce f(z) je spojitd na celém R, ma tam tedy primitivni funkei.
Rozepiseme

-z, x € (—00,0),

flx) =

z, x€(0,00).

Zintegrujeme

1,2
DR ) € (— >Oa
Fle)={ 7 T Telmol)
5 + c2, S (0,00)

Najdeme konstanty c; a co tak, aby F' byla spojita funkce. Tedy

2
. . X
Jm Fle) = Tm =2 Fa=c

se musi rovnat )

T
lim F = lim — =
m—1>I0n+ (:E) :vigl—l- 2 te 2
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Dostavame
c] = co.
ZAver: )
—% +c1, x€(-00,0),
F(z) =1 e, z =0,
2
o +c, xe€(0,00).

(b) f(z) = max{1, )
Reseni: Funkce f(x) je spojita na celem R, ma tam tedy primitivni funkci.

Rozepiseme
22, x € (—o0,—1),
fle)=41, wze(-1,1),
2?2, 1€ (1,00).
Zintegrujeme

%34-61, x € (—o0,—1),
Fx)=<z+cy, x€(-1,1),
%3—1—63, z € (1,00).

Najdeme konstanty c1, co a cg tak, aby F' byla spojita funkce. Tedy

73

. . 1
Jim )= lm o =-34a
se musi rovnat
lim F(z)= lm z+c=-1+c

z——14 r——14
Dostavame 5
c = 3 + c2.
Dale
. . a?
AR P =y re g

se musi rovnat

lim F(z) = lim 2+ co=1+c
r—1— r—1—

Dostavame

2
c3 = § + c2.
Zaveér: PR
T —5+c, w€(—o0,—1),
—1 4+ cg, = -1,
F(z) = x+ca, z e (-1,1),
1+ co, r=1,
x—;—i—%—kc% z € (1,00).
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(¢) f(x) = Vab

Regeni: Funkce f(x) je spojita na celem R, ma tam tedy primitivni funkci.

—1’3 T —0o0
o= {2 el

Rozepiseme

3, x € (0,00).

Zintegrujeme
$4
-4, x€(—00,0),
Flz)=4 4 ( )
T+, xc€(0,00).

Najdeme konstanty c¢; a co tak, aby F' byla spojita funkce. Tedy

4
x
lim F(z)= lim — =
mi%qu (:E) :viglJr 4 T 2
se musi rovnat
24
lim F(z) = lim ——+c =¢
z—0— z—0— 4
Dostavame
C1 = Co.
Zaver: ,
—%4 +ec1, x€(-00,0),
F(z) =14 ¢,z =0,
%—1—62, x € (0,00).
(d) f(z)=e
Reseni: Funkce f(z) je spojita na celem R, ma tam tedy primitivni funkci.
Rozepiseme
e’ z € (—00,0
f(ﬂ?) — _; ( Y )7
e, xe(0,00),
Zintegrujeme

F(x) e’ + ¢y, x € (—00,0),
xr) =
—e T +cg, x€(0,00),

Najdeme konstanty c; a co tak, aby F' byla spojita funkce. Tedy

lim F(r) = lim e* =1
AP =l S ra=ita

se musi rovnat
lim F(z)= lim —e “+c=—-1+c

z—0-+ z—0+
Dostavame
24 c1 = co.
ZAaver:
e* + ¢y, x € (—00,0),
F(z)=4¢1+¢y, z =0,

—e "4+ 24 ¢y, z€(0,00).
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(e) f(z) =|sinz|
Regeni: Funkce f(z) je spojitd na celém R, ma tam tedy primitivni funkci.
Rozepiseme

sin x, x € (0+ 2km, m + 2km),
fla) = { ( :

—sinz, x € (7 + 2knm, 2w + 2kn).

Zintegrujeme

P —cosz + Ag, =€ (0+ 2km, 7+ 2km),
xr) =
cosx + By, x € (m + 2km, 2w + 2km).

Najdeme konstanty Ay a By tak, aby F' byla spojita funkce. Tedy

lim F(x) = lim  —cosx+ Ay = —1+ Aj.
x—(0+2km)+ x—(0+2km)+
se musi rovnat
lim  F(x) = lim  cosz+ By =1+ Bg_1.
z—(0+2k7)— z—(0+2km)—
Dostavame
-1+ A, =1+ B_;.
Analogicky
lim  F(z) = lim  cosx + By = —1+ By.
x— (m+2km)+ x— (n+2km)+
se musi rovnat
lim  F(z)= lim  —cosz+ Ap =1+ Ap.
r—(m+2km)— c—(m+2km)—
Dostavame
1+ Ak = -1+ Bk.
Dohromady
Bp_1+2= A
B, =2+ A;
By =4+ Br1
Tedy
B, = By + 4k
Ak =By + 4k — 2
Zaver:
By + 4k — 3, =0+ 2km,
F() —cosx + By + 4k —2, x € (0+ 2k, m+ 2km),
€Tr) =
4k — 1+ By, x =+ 2km,
cosz + 4k + By, x € (7 + 2km, 27 + 2km).
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(f) f(x) =|sinx + cos x|
Regeni: Funkce f(x) je spojita na celem R, ma tam tedy primitivni funkci.
Rozepiseme

f(z) sin x + cos T, T € (—%+2k7r,?ﬂf+2k7r),
xr) =
—sinz —cosz, € (3 + 2km, T + 2km).

Zintegrujeme

F( —cosx +sinx + Ag, $€(—§+2k7r,3§f+2k77),
€Tr) =
cosx — sinx + By, S (%{—&—21@77,%”—#21{:70.

Najdeme konstanty Ai a By tak, aby F' byla spojita funkce. Tedy

lim F(x) = lim cosz —sina + B_1 = V2 + By,
z—(=F+2km)— T (=G +2kT)—
a
lim F(x) = lim —cosx +sinz + Ay = —vV2 + Ay
T (=G +2km)+ x— (=G +2km)+
Dostavame
V2+ By1=—V2+ A
Dale
lim F(z)= lim —cosx +sinz + A, = V2 + A
J:—>(§T”+2k:7r)— :c—>(3fT"+2k:7r)—
a
lim F(z)= lim cosx —sinx + By, = —V2 + By,
I—}(%-ﬁ-Qkﬂ')-f— x—>(3f+2k7r)+
Dostavame
V2+ Ay =—V2+ By
Dohromady
22+ By = A
2\/5 —+ Ak = Bk
42+ By-1 = By,
Zaver:
\/§+Bkz—la IE:—%+2]€7T,
F(z) —cosz +sinz + 2v2 + By_1, me(—§+2k7r,?§f+2k7r),
€Tr) =
3v2 4+ By_1, x =3 4 2k,

cosz —sinz 4+ 4v2 + Bi_1, T € (%f—{—Qk‘?T,%T—i—Zk‘ﬂ').
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(g) f(x) =+1—sin2x
Reseni: Funkce f(x) je spojita na celem R, ma tam tedy primitivni funkci.
Rozepiseme

V1 —sin2z = Vcos?z + sin?z — 2sinz cos z = (cosx —sinz)? = |cosx — sinx

Tedy

: 3T s
cos — sin x, x € (=2 + 2k, T + 2km),
f(x)z{ A )

—cosz +sinz, € (T +2km, 2 + 2kn).

Zintegrujeme

Fla) = {Sinx+cos:c+Ak, T € (—%f+2k7r,%+2k7r),

—sinz — cosx + By, € (X + 2km, 2 + 2kn).

Najdeme konstanty A a By tak, aby F' byla spojita funkce. Tedy

lim F(z)= lim —sinz — cosx + By_1 = V2 + By_1
:c—)(—?’f+2k7r)— z—>(—%"+2kz7r)—
a
lim F(x) = lim sinz 4 cosx + A, = —V2 + Ay,
(3 2km)+ z—(— 3 2km)+
Dostavame
V2+ Bp1=—V2+ A
Dale
lim F(z)= lim  sinz +cosz + A = V2 + Ay,
r— (7 +2km)— r— (7 +2km)—
a
lim F(z) = lim —sinx —cosx + B = —\/§—|—Bk
r— (G +2km)+ x— (G +2km)+
Dostévame
V2 + Ay = —V2+ By,

Dohromady

22 + Bi_1 = Ay

22 + A = B

42 + Bir_1 = B

Zaver:
\/§+ka17 x:_%_‘_QkTﬁ
F(z) sinz + cosx + 2v/2 + By_1, x € (=3 + 2km, T + 2km),
xTr) =
3v2 + By_1, x =T+ 2k,

—sinz —cosz +4v2+ By_1, x € (T + 2km, 2 + 2km).
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