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Priklady

8. cviceni — Per partes, substituce
//www2 .karlin.mff.cuni.cz/“kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Ur¢ete primitivni funkei k funkei f(z) na v8ech otevienych intervalech, kde primitivni funkce

existuje.

1. Substituce

(a)

/ sin® z cos z dzr.

ReSeni: Pouzijeme substituci y = sinz. Pak dy = cosz dz a plati

6

6
/Sin5f‘005$dx—>/y5dygy6—>/f( )dz € SH;”C

Funkce sin®

xcosz je definovana na R, na tomto intervalu tedy ma smysl hledat
primitivni funkei.

Pro substituci mame ¢ = sinz, interval (o, 8) = (—00,00). Plati sin((«, 5)) =
[—1,1].

Funkce f = mé primitivni funkci na intervalu (a,b) = (—o0,00). Protoze
sin((a, ) C ( a, b) tak byly ovéFeny podminky véty o substituci a vysledny integral
je pro x € (o, B).

Zaver: ¢ € R.

/—2xe_x2 dx

Reseni: Pouzijeme substituci y = —22. Potom dy = —2z dz a plati
/—23:6_352 dx — /ey dy Cev /f(ﬂs) dz € e*°
IQ

Funkce —2ze™" je definovina na R, na tomto intervalu tedy méa smysl hledat

primitivni funkeci.

Pro substituci mame ¢ = —22, interval (a, 8) = (—o00,0). Plati —z%((c, 8)) =
(—O0,0].
Funkce f = €Y méa primitivni funkci na intervalu (a,b) = (—o00,00). Protoze

o((a, B)) € (a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny integral
je pro x € (o, B).
Zavér: r € R

ReSeni: Pouzijeme substituci y = 1 + z2. Potom dy = 2z dz a plati

X dyc 1% 1
/(1+w2)2d‘”H2/y /f - 21+m2

Funkce (H#)Q je definovana na R, na tomto intervalu tedy mé smysl hledat prim-
itivni funkci.
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Pro substituci méame ¢ = 1 + 22, interval (o, 8) = (—00,00). Plati ¢((a, B)) =
[1,00).

Funkce f = y% mé primitivni funkci na intervalu (a, b) = (0, 00). Protoze ¢((a, 8)) C
(a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny integral je pro
z € (a, B).

Zavér: x € R

1
(@) / (arcsin z)2y/1 — 22 dr

ReSeni: Pouzijeme substituci y = arcsin z, potom dy = \/1%7 dx a plati

1 dy ¢ 1 / C 1
de — | = =——— z)dr = —
/ (arcsinz)?y/1 — 2 /y2 Y f(@) arcsin

Funkce %21\/—7# je definovana na (—1,0) a (0, 1), na téchto intervalech tedy

(arcsin )
mé smysl hledat primitivni funkci.

e Pro substituci mame ¢ = arcsinz, interval (o, 8) = (0,1). Plati o((e, 8)) =
(0, %)

Funkce f = y% mé primitivni funkci na intervalu (a,b) = (0,00). Protoze
o((a, B)) € (a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny
integral je pro x € (a, ).

e Pro substituci mame ¢ = arcsin z, interval («, 5) = (—1,0). Plati ¢((a, 8)) =
(_ gv 0) .
Funkce f = y% m
o((a,B)) C (a,b), tak byly ovéFeny podminky véty o substituci a vysledny
mtegral je pro z € («, 5).

0
Zavér: x € (—1,0),(0,1)

4 primitivni funkei na intervalu (a,b) = (—o0,0). Protoze

2. Per partes

(a) /xcosxd:n

Reseni: Per partes: v/ = cosz, u =sinz, v =z, v' = 1.
: . c .
xcosxdr = [rsinz] — [ sinxdx = zsinz + cosz

Pracujeme na intervalu I = R, funkce cosx a 1 jsou na I spojité.
Zavér: x € R

(b) / ze ™" da

ResSeni: Per partes: v/ =e ™, u=—e %, v=u,v =1.

/Ie_m de = [—ze ] - /—e_m dz € —ze ™ —e7®

Pracujeme na intervalu I = R, funkce e a 1 jsou na I spojité.

Zaveér: x € R

Matematicka analyza 2, 2023 /24, Kristyna Kuncova 2



(c) e*sinzdr
Reseni:
Pouzijeme nadvakrat integraci per partes, exponencielu budeme derivovat a gonio-
metrickou funkci integrovat. Plati

/exsinx dz = —excosx—i-/excos:v dr = —€e®cosxz + €’ sinx — /ezsinx dz.
Odtud vyplyva, ze
T . C T T .
2 | e*sinx dr = —e® cosx + e sinx

tedy
o cl, . oo
e’sinx dxzi(—e cosz + e”sinx)

Pracujeme na intervalu I = R, funkce e, sinx a cosz jsou na I spojité.
Zavér: r € R

3. Smés
1 1
—sin=d
(a) /xQSmx x

Reseni: Pouzijeme substituci y = 1. Potom dy = —%2 dx a plati

x

1 1 1

/2sinda:—>—/Sinydygcosy%/f(x)dxgcos
x x

X

Funkce z—g sin 1 je definovéna na (—o0,0) a (0,00), na téchto intervalech tedy ma

smysl hledat primitivni funkci.

e Pro substituci mame ¢ = 1 interval (a,8) = (—00,0). Plati ¢((a, 8)) =

(—00,0).

Funkce f = siny mé& primitivni funkei na intervalu (a,b) = (—o0, 00). Protoze
o((a,B)) € (a,b), tak byly ovéFeny podminky véty o substituci a vysledny
integral je pro z € (a, 3).

e Pro substituci mame ¢ = 1, interval (a, 8) = (0, 00). Plati ¢((a, 8)) = (0, 00).
Funkce f = siny méa primitivni funkei na intervalu (a,b) = (—o0, 00). Protoze
o((a,B)) € (a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny
integral je pro x € («, B3).

Zavér: x € (—o0,0),(0,00).

(b) /lnxdx

Reseni:
Polozme v/ = 1, v = Inz. Potom u = [1dz =z av' = (Inz) = L a pouzitim
vztahu pro integraci per partes dostavame

1
/lnxdmz [mlnm]—/x~xda:gxlnx—x

Pracujeme na intervalu I = (0, 00), funkce % a 1 jsou na [ spojité.
Zavér: x € (0,00)
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eﬂ?
d
(c) /2+61’ v

Reseni: Pouzijeme substituci y = e®. Potom dy = e® dzx a plati

/2+x / 1n\2+y|—>/f n(2 + ¢)

Funkce ﬁ% dz je definovédna na R, na tomto intervalu tedy mé smysl hledat prim-
itivn{ funkci.

Pro substituci mame ¢ = e*, interval (o, 5) = (—o0, ). Plati ¢((a, §)) = (0, 00).
Funkce f = ﬁ mé primitivni funkci na intervalu (a,b) = (—2,00). Protoze
o((a, B)) € (a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny integral
je pro x € («, ).

Zaver: x € R.

1
(d) /a:lna:ln(ln:c) do

Reseni: Pouzijeme substituci y = In(Ilnx). Potom dy = dx a plati

zlnx

/1d:v—>/;dygln|y\ %/f(x)dmglnﬂln(lna:)b

zlnzin(lnx)

Funkce m je definovana na (1,e) a (e,00), na téchto intervalech tedy ma

smysl hledat primitivni funkci.

e Pro substituci mame ¢ = log(log z), interval (o, 8) = (1,¢e). Plati p((a, 8)) =
(—00,0).
Funkce f = 1 ma primitivni funkci na intervalu (a,b) = (—o0,0). Protoze
o((a, 8)) C (a,b), tak byly ovéFeny podminky véty o substituci a vysledny
integral je pro x € («, ).

e Pro substituci mame ¢ = log(log x), interval (o, §) = (e, 00). Plati o((a, 8)) =
(0, 00).
Funkce f = 1 ma primitivni funkci na intervalu (a,b) = (0,00). Protoze
o((a,B)) € (a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny
integral je pro x € (a, 3).

Zaver: x € (1,e), (e, 00).

(e) /arcsinxda:
Reseni:
Per partes: v/ =1, u = x, v = arcsinz, v/ =

11—z

/ 1- arcsinz dz = [z arcsin ] / c
-arcsinx dxr = |rarcsinx| — —F Al =
V1—22

Substituce y = 1 — 22, dy = —2z dx.
T 1 1 C
— | —dr— = [ —dy =
/\/1—x2 2/\/@ y=V
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Tedy
/f(x) dz € zarcsinz + /1 — 22

1
V1—z?
Substituce: Funkce ﬁ je definovana na (—1,1), na tomto intervalu tedy ma

Per partes: Pracujeme na intervalu I = (—1,1), funkce a 1 jsou na I spojité.
smysl hledat primitivni funkci.

Pro substituci mame ¢ = 1 — 22, interval (o, 8) = (—1,1). Plati p((a, 8)) = (0,1].
Funkce f = ﬁ ma primitivni funkei na intervalu (a, b) = (0, 00). Protoze ¢((«, 8)) C
(a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny integral je pro
z € (a, f).

Zaver: x € (—1,1)

(f) /?)_””de

ReSeni: Pouzijeme substituci y = 3 — 222, Potom dy = —4x dz a plati
T dy c 1 2
———dx —>—f :—71 — +€ “n|3—2
/ 3 — 212 | | /f 4 n| Z ‘

Funkce ;—%— je definovana na (—oo, —\/g), (—\/g, \/g) a <\/§, oo), na téchto

intervalech tedy méa smysl hledat primitivni funkci.

e Pro substituci mame ¢ = 3 — 222 interval (o, 3) = (—oo,— %) Plati
¥ ((O[, 6)) = (_007 0)
Funkce f = 1 ma primitivni funkci na intervalu (a,b) = (—o0,0). Protoze
o ((a,B)) C za, b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny
integral je pro x € (a, ).

e Pro substituci mame ¢ = 3 — 222, interval ( ( \/; \/>) Plati
¢ (o, B)) = (0,3].
Funkce f = 1 ma primitivni funkci na intervalu (a,b) = (0,00). Protoze

¢ ((a,8)) C (a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny
integral je pro x € (a, ).

e Pro substituci mame ¢ = 3—222, interval («, B) = <\/; ) Plati ¢ ((o, 8)) =
(_007 O)
Funkce f = 1 ma primitivni funkci na intervalu (a,b) = (—o0,0). Protoze
e((a,8)) C 3@ b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny
integral je pro x € (o, ).

s € (oo B)(-yEE) ().
(g) /x2sin2xdx
Reseni:
1

Prvni per partes: «' = sin2x, u = —5C082z, v =2

1
/x2 sin 2z dx = [—2:1;2 COSQTL‘:| +/:1:cos2x =
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Druhé per partes: v/ = cos2x, u = %sin 2z, v=ux, v = 1.
1 1 1 1 1 1
= —5552 cos 2x + [Qx sin Zx] —3 /sin 2x dx ¢ —5332 cos 2x + 53: sin 2x + 1 cos 2x

Pracujeme na intervalu I = R, funkce sin 2z, 2z, cos 2z a 1 jsou na I spojité.
Zavér: x € R
(h) /e” cos bx dx
Reseni:
Proa=b=0je [e"cos(0z) dz = [1 dz € 2.

Nyni predpokladejme, Zze a # 0, b # 0. Pouzijeme nadvakrét integraci per partes,
exponencielu budeme derivovat a goniometrickou funkci integrovat. Plati

1 1 2
/ e cosbr dr = Ee‘w sin bﬂ:—% / e sinbx dox = geax sin bx+ %e‘w cos bx—(;—z / e™ cos bx dzx.
Odtud vyplyva, ze

2
1
(1 + ZQ> /e‘m cosbx dx ¢ ge Tsin bz + 6—26 T cos bx

/e‘m cosbr dz £ Le“r $in ba+——— €% cos by = e (bsin bx + a cos bx)
a? +v? a? +v? a? +b?

Lehko se ovéri, ze vysledek plati i pro b = 0, pokud a # 0, a také pro a = 0, pokud

b # 0.

Pracujeme na intervalu I = R, funkce e*, sin(bz) a cos(bz) jsou na I spojiteé.

Zavér: z € R

1
/.deE
sin“ x+/cotg x

ReSeni:
Pouzijeme substituci y = cotgx. Potom dy = —Sm — dx a plati
= — \/ cotg® x
/ sin? x\/cotgac / e f@ g’
Funkce —— m je definovana na (04 km, § + k7) na téchto intervalech tedy ma

smysl hledat primitivni funkci.

Pro substituci mame ¢ = cot z, interval (o, 8) = (0+kn, 5 + km) Plati o((a, 8)) =
(0,00).

Funkce f = 4%/@ ma primitivni funkci na intervalu (a, b) = (0, 00). Protoze ¢((a, 8)) C
(a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny integral je pro
z € (a, B).

Zaver: x € (0 + km, 5 + k)
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§) / cos(lnz) dz

Reseni: PouZijeme integraci per partes, polozme v = 1, u = cos(Inz). Potom
v=zau = —sin(Inz)- 1. Dostaneme, ze

/1 -cos(lnz) = z cos(lnx) + /sin(ln x)dr =
Nyni pouZijeme jesté jednou per partes na v’ =1 a u = sin(lnx) a dostaneme
/ 1-cos(lnz) = zcos(lnz) + / sin(Inz) dr = zcos(Inx) +zsin(lnx) — / cos(Inx)
Prevedenim integralu napravo na levou stranu dostaneme, Ze

2/1 -cos(lnx) < zcos(Inz) + xsin(lnx)

/ cos(Inx) ¢

Pracujeme na intervalu I = (0, 00), funkce —sin(logz)1, cos(logz)L a 1 jsou na I
spojité.

z(cos(lnx) + sin(lnz))

N |

Zaver: x € (0,00)
T

k —dzx
(k) / V1 — 22

ReSeni: Pouzijeme substituci y = 1 — 22, pak dy = —2zdz. Dostaneme

[t | =
=—= =—= c
Nk —2 W A=
—>/f(a:)da:g— 1—22+4c¢

Funkce \/1”;’7 je definovéana na (—1, 1), na tomto intervalu tedy ma smysl hledat
primitivn{ funkci.

Pro substituci mame ¢ = 1 — 2?2, interval (a, ) = (—1,1). Plati ¢((a, 3)) = (0, 1].
Funkee f = ﬁ ma primitivni funkei na intervalu (a, b) = (0, 00). Protoze ¢((«, 3)) C
(a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny integral je pro
x € (o, B).

Zaver: z € (—1,1).

(1) / sinz In(tg z) dz

R o AR _ _ _ 1 1 1
Reseni: Per partes: v =sinz, u = —cosx, v = In(tgzx), v = aT oo = smzcosz-
1 si

/sinxln(tg x)dr = —cosz In(tg a:)—l—/ —dr = —coszIn(tg a:)+/ sz

sinx 1—rcos“zx
Na posledni integral pouzijeme substituci y = cosz, dy = —sin dz:

1 1
_ / = _71 -ty
1—192 1-—
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tedy celkem
c 1
= —cosxIn(tgx) — 5 In

1+ cosx

1 —cosx

1
tanx cos?x

Per partes: Pracujeme na intervalech I, = (0+kn, §+kn), funkce sinx a
jsou na I spojité.

Piivodni funkce sinzIn(tgz) je definovina na I, = (0 + k7, § + km) na téchto
intervalech tedy mé smysl hledat primitivni funkci.

Pro substituci mame ¢ = cosz, interval (a, ) = (0+km, T +kn). Plati po((o, ) =
(0,1).

Funkce f = y2 ma primitivni funkci na intervalu (a,b) = (—1,1). Protoze
o((a, B)) € (a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny integral
je pro x € (o, B).

Zaver: x € (04 km, § + km)

arctan x
(m) / Trz b

ReSeni: Pouzijeme substituci y = arctan z, potom dy = T +1$2 dx a plati
arctanx C arctan? z
dr — dy = =— —> )dx =
/ e / ydy € / f(z —
Funkce % dx je definovina na R, na tomto intervalu tedy mé smysl hledat

primitivni funkci.
Pro substituci mame ¢ = arctanz, interval (o, ) = (—00,00). Plati o((«, 5)) =
(—%7 %)

Funkce f = y m& primitivni funkci na intervalu (a,b) = (—o0,00). Protoze
o((a, B)) € (a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny integral
je pro x € («, ).

Zavér: x € R.

(n) /w2 arccos x dz
2 3 ! 1
ERR

s PP o) _ — -
Reseni: Per partes: v' =z, u = = arccos T, v = — s

a3 1 a3
/x2 arccosx dxr = | — arccos x| + — / ——dz =
3 3 m

Substituce y = 1 — 22, odkud plyne dy = —2zdz a 2> =1—y

e ()
3 1— 22 % VY Y
913/2_}1/2
~ oY 3Y

IQ

1 1
—>/f —arccosac—i— 9(1—x2)3/2—§(1—x2)1/2

Per partes: Pracujeme na intervalu I = (—1,1),
spojité.
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Substituce: Funkce = je definovana na (—1,1) na tomto intervalu tedy ma
smysl hledat primitivni funkci.

Pro substituci mame ¢ = 1 — 2?2, interval (a, ) = (—1,1). Plati ¢((c, 3)) = (0, 1].
Funkce f = % mé primitivni funkci na intervalu (a,b) = (0,00). Protoze

p((o, B)) €

(a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny integral
je pro z € (o, B).
1,

Zavér: z € (—1,1)
sin
(0) dz
Veos?
ReSeni: Pouzijeme substituci y = cosz. Pak dy = —sinz dz a plati
sinz _sinw /d,y ¢, _1/2—>/f
Veos? Vcosx

sin x

Funkce N dz J('% d.e.ﬁnovana n.a (=5 + 2km, 5 + 2km) na tomto intervalu tedy
mé smysl hledat primitivni funkci.

Pro substituci mame ¢ = cosz, interval (a,3) = (=35 + 2kn, § + 2k7) Plati
e((a, 8)) = (0,1]

Funkce f = % mé primitivni funkci na intervalu (a,b) = (0,00). ProtoZe

o((a, 8)) C (a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny integral
je pro z € (o, 5)
Zaver: x € (=5 + 2km, § + 2km)

(p) /\/gfln2 xdx

Reseni: Prvni per partes: v = /x, u =

4
/\/Elnzxdx: {3 2%/% In? x} —/Bxl/zlna:d:v:

%x3/2, v=Inz v = 21na:%.

Druhé per partes: v’ = 4 22 u= gzn?’/Q, v=Inz, v =1/x.

2 3/27 2 8 3/2 /8 12 ;. C 2 23/2 12 8 3/ 16 3/9
|:3IB n-r 9$ nr| + 9 dr = 3 n-x 9.7]' nx + 275(}

Pracujeme na intervalu I = (0, 00), funkece /z, 2log x - ;, 2\/5 jsou na I spojité.
Zaver: x € (0,00)

@ [ 2 4o

ReSeni: Pouzijeme substituci y = Inz. Pak dy = %dm a plati

ydy—a/f g

In?z

Funkce 1’ L je definovana na (0,00), na tomto intervalu tedy ma smysl hledat

prlmltlvnl funkci.
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Pro substituci mame ¢ = log z, interval (o, 8) = (0,00). Plati ¢((a, 8)) = R.
Funkce f = »? ma primitivni funkci na intervalu (a,b) = (—o00,00). Protoze
o((a, 8)) C (a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny integral
je pro x € (o, B).

Zavér: x € (0,00).

(r) /acge_m2 dz

Resent:
Provedeme substituci y = z2. Pak dy = 2z dx a plati

1
/:E?’e_$2 dx — 2/ye_y dy

Nyni aplikujeme per partes: v =e ¥, u=—e Y, v=y,v = 1.

2 1 2

1 1 1 1
—ye Y] + 3 /e_y dy < 5~ ye Y — §e_y — /f(x) dz € —53326_95 - ie_m

=5 [
Substituce: Funkce 3¢~
hledat primitivni funkci.

je definoviana na R, na tomto intervalu tedy ma smysl

Pro substituci mame ¢ = 22, interval (o, 8) = (—o0, 00). Plati ¢((a, 8)) = [0, 00).
Funkce f = ye ¥ mé& primitivni funkci na intervalu (a,b) = (—o00,00). Protoze
o((a, B)) € (a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny integral
je pro x € (o, B).

Per partes: Pracujeme na intervalu I = R, funkce e™¥ a 1 jsou na I spojité.
Zavér: x € R

(s) /tgmdx

ReSeni: Pouzijeme substituci y = cosz. Potom dy = —sinx dz a plati
sma: d
/tgmdw%/ — yg—ln]y\%/f —1In|cosz|
coS :c

Funkce tan z je definovana na (—§ + km, § + k), na tomto intervalu tedy ma smysl
hledat primitivni funkci.

Pro substituci mame ¢ = coswz, interval (o, 3) = (=5 + kn, 5 + km). Plati
o((a, B)) = (0 1].

Funkce f = 1 ma primitivn{ funkci na intervalu (a, b) = (0, 00). Protoze ¢((a, 8)) C
(a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny integral je pro
z € (o, ).

Zavér: x € R.

1
(t) /(1+x)ﬁdx

ResSeni: Pracujeme na intervalu x € (0, 00). Pouzijeme substituci y = y/x. Potom
v =z, dy = ﬁdaz a plati

/ 1 4 _>2/ L ode 1
— l‘ —_— — T
(1+x)Vz 1422z 1+y2

— /f(x) dz € 2arctan vz

dy = 2arctany
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Funkce W je definovana na (0, 00), na tomto intervalu tedy mé smysl hledat
primitivni funkei.

Pro substituci mame © = /z, interval («, 8) = (0,00). Plati ¢((a, 8)) = (0, 00).
Funkce f = 77 ma primitivni funkci na intervalu (a,b) = (—00,00). Protoze
o((a, 8)) C (a b) tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny integral
je pro x € (o, B).

Zavér: x € (0,00).

1
—d
(w) /egﬁ—kegC o

ReSeni: Vztah upravime a pouZijeme substituci y = e, dy = e® dx

1 o d
e dr= [ S dr y_c arctany — [ f(x)dx € arctan e”
er +e @ e?r +1 1+ y?

1
.Fl.mkce Fre7
itivni funkei.

je definovana na R, na tomto intervalu tedy mé smysl hledat prim-

Pro substituci méme ¢ = e, interval (a, §) = (=00, 00). Plati ¢((c, 3)) = (0, 00).
Funkce f = +y2 mé primitivni funkei na intervalu (a,b) = (—o0,00). Protoze
o((a, B)) € (a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny integral
je pro x € (o, B).

Zaver: x € R.

v) /siixdx

Pouzijeme substituci y = cosx. Potom dy = —sinx dx a plati

1 1
/ . dm:/ S d:v—/ UL M / ln Lt
sin sin® x 1 —cos?z 1—y

1 1
%/f(x)dxg _21n’—|—cosx

1—cosx

:—fln
2

Funkce —— je definovina na (0 + k7,7 4 k), na tomto intervalu tedy ma smysl
hledat primitivni funkci.

Pro substituci mame ¢ = cosz, interval (o, 8) = (0+km, 7+ km). Plati o((a, §)) =
(—1,1).

Funkce f = 1_1y2
o((a, B)) C (a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny integral
je pro z € (o, B).

Zavér: x € (0+ km,m+ k).

(w) /cos3xda;

Reseni: Pouzijeme substituci y = sinz. Potom dy = cosz dz a plati

mé primitivni funkei na intervalu (a,b) = (—1,1). Protoze

sin® z

3
/cos?’xdx:/(1—sin2m)cos:cdx—>/(1—y2)dygy—y3%/f(m)dxgsinx—
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Funkce cos® z je definovana na R, na tomto intervalu tedy ma smysl hledat primi-
tivni funkei.

Pro substituci mame ¢ = sinz, interval (o, ) = (—o00,00). Plati ¢((a, ) =
[—1,1].

Funkce f = 1 — y? méa primitivni funkci na intervalu (a,b) = (—o0,00). Protoze
o((a, B)) C (a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny integral
je pro x € («, ).

Zaver: x € R.

(x) / 4%4 dz

Regeni: Pouzijeme substituci y = 22. Potom dy = 2z dz a plati

T 1 dy 1 dy c 1 / c1 z?
de — = | —— == [ —Z = —arct ——> < arctan —
/4+x4 ! 2/4+y2 8/1+(y/2)2 g e (&) de = g arctan
Funkce ;757 je definovana na R, na tomto intervalu tedy mé smysl hledat primitivnf
funkci.

Pro substituci méme ¢ = 22, interval (a, B) = (—00,00). Plati ¢((a, B)) = [0, 0).
Funkce f = 2 +
o((a, B)) € (a b) tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny integral
je pro x € (o, B).

Zaver: ¢ € R.

1
——dx
/\/1+€2$

Reseni: Nejprve pouzijeme substituci y = e®, dy = e* dx

(a,b) = (—o0,00). Protoze

1 e’ dx 1y
dx—>/ :/
/\/1+62$ e?/1+ e?® yv1+y?

pak vyraz rozsifime, abychom mohli pouzit substituci t = 1 4+ y2, dt = 2y dy:

/ dy / 2y 4 —>/ LI
wWitr J 22 /1+y2 2(t - 1)Vt

Nyni substituujeme s = /¢, pak ds = %ﬂdt. Nakonec pouzijeme tabulkovy

1 1 1
/dtgln +s.
s2—1 2 1—s5

integral:

Nakonec vratime substituce:

1+ Vi 1, 1+\/y+ Lo L 1hVer
— —=1In — —= f(x ——
2 [1-t 2! 1_ "1V i1
Funkce \/lijdx je definovana na R, na tomto intervalu tedy ma smysl hledat

primitivni funkei.
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e Pro substituci mame ¢ = e*, interval (o, ) = (—o0,00). Plati p((a, B)) =
(0, 00).

Funkce f = » \/11+7 mé primitivni funkei na intervalu (a, b) = (0, 00). Protoze

o((a, B)) C (a,b), tak byly ovéFeny podminky véty o substituci a vysledny
integral je pro z € (o, ).

e Pro substituci mame ¢ = 1+ 32, interval (o, 3) = (0,00). Plati o((c, 3)) =
(1, 00).
Funkce f = m mé primitivni funkci na intervalu (a,b) = (1,00). Protoze

o((a, B)) C (a,b), tak byly ovéFeny podminky véty o substituci a vysledny
integral je pro y € («, ).

e Pro substituci mame ¢ = /%, interval (o, 8) = (1,00). Plati ¢((a,)) =
(1, 00).
Funkce f = ﬁ mé primitivni funkei na intervalu (a,b) = (1,00). Protoze
o((a,B)) C (a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny
integral je pro t € («, ).

Zavér: x € R.

arcsin x
(z) / 2 dz

Reseni: Per partes: v = x—IQ, u= —%, v = arcsinz, v\ = ﬁ
arcsin d 1 . n 1 1 d
x = |—— arcsinz ————dzr =
x? x T/1— 22

2

Substituce y = v/1 — z2. Potom dy = draz’=1-y

x
V1—z2

/1 1 d%/ S S /f Ll LVIoa?
— = ax E— = — :——arcsmx
rVI— a2 1-27 "2 1y 2 1-VI-a2

Per partes: Pracujeme na intervalech I = (—1,0), (0,1), funkce x% a

\/11_7 jsou na
I spojité.

Substituce: Funkce %\/11_7 je definovana na (—1,0),(0, 1), na t&chto intervalech

tedy ma smysl hledat primitivni funkci.
e Pro substituci mame ¢ = v/1 — 22, interval (o, 8) = (0,1). Plati p((a, 8)) =
(0,1).
Funkce f = y2 ma primitivni funkci na intervalu (a,b) = (—1,1). Protoze
o((a, 8)) C (a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny
integral je pro z € (a, ).
e Pro substituci mame ¢ = v/1 — 22, interval (o, 3) = (—1,0). Plati p((«, B)) =
(0,1).
Funkce f = y2 mé primitivni funkei na intervalu (a,b) = (—1,1). Protoze
o((a,B)) € (a,b), tak byly ovéFeny podminky véty o substituci a vysledny
integral je pro z € (a, 3).

Zavér: x € (—1,0),(0,1)
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