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1. Které implikace mezi néasledujicimi tvrzenimi plati?

(a) > a, konverguje. (¢) > |an| konverguje.
(b) > (—1)"a, konverguje. (d) Y a2 konverguje.
Reseni
e (c) — (a): Absolutni konvergence implikuje konvergenci (véta).
e (a) 4 (c): Protipiiklad a,, = %
e (a) /4 (b): Protiptiklad a, = %
e (b) 4 (a): Protipriklad a, = #
o (c) = (b): >0 [(=1)"an| = >°02 |a|, ktera konverguje.
e (a) /4 (d): Protipiiklad a, = (jﬁ)"
e (b) 4 (d): Protiptiklad a,, = %
e (d) 4 (a): Protipiiklad a, = <
e (d) 4 (c): Protiptiklad a, = %
e (d) /4 (b): Protipiiklad a, = =1
o (c) = (d): Jestlize > 2 | |an| je konvergentni, tak lim, ,o |an| = 0, tedy |ay| je

omezend: |a,| < M pro n&jaké M > 0.

Pak
00 (%)
Yoan =Y lan|-lan| < Mlan,
n=1 n=1

které je konvergentni.

7 ptedchoziho pak plyne:
o (b) # ()

2. Které implikace mezi nasledujicimi tvrzenimi plati?

(a) lim,oom - a, = 0. (¢) > an konverguje.
(b) limp oo = = 0. (d) > |an| konverguje.
Resent:

e (d) — (c): Absolutni konvergence implikuje konvergenci (véta).

e (¢c) = (b): Z nutné podminky konvergence mame, ze lim,_,; a, = 0.
1 VOAL 0-0.

Pak limy, o0 ap - 3

i 3 VOAL
(a) = (b): limy o0 %2 = limy, o0 Ny, - # 2/

(c) # (d): Protipriklad a,, = %
e (a) A (d): 1
(a) 7 (

nlnn
a ¢): Protiptiklad a,, =

0-0.

Protipriklad a,, =

1

nlnn
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e (b) 4 (a): Protiptiklad a, =1

e (b) 4 (d): Protipfiklad a, =1

e (c) 4 (a): Protipriklad a, = #

e (d) /4 (a): Protipiiklad: a, = 1/n, pokud n = 2*, k € Z, jinak a,, = 0 (jde o vybér

z geometrické fady).
Pak lim na,, neexistuje (st¥idaji se 1 a 0).
Pokud ale lim,,—,» na, existuje, tak uz musi byt rovna 0. Konkrétné ukizeme, Ze
lim,, 00 n]ay,| = 0, odtud uz plyne lim,,_,~, na, = 0.
Pro spor predpokladejme, ze L = lim,,_,o n|a,| > 0. Pak od jistého ng je n|a,| >
L/2 >0 atedy |a,| > £&. Rada podle srovnavaciho kritéria konvergovat nemize.
7 predchoziho pak plyne:

e (d) = (b)

e (b) £ (c)

3. Dokazte nebo najdéte protiptiklad

(a) Necht >>>°  a, a > -2 b, jsou absolutné konvergentni. Pak i fada > > | anby je
absolutné konvergentni.
Reseni: Pravda. Jelikoz 220:1 b, je konvergentni, tak lim, ., b, = 0. Tedy b, je
omezena - existuje M > 0 tak, ze |b,| < M. Pak

e 0 )
n=1 n=1 n=1

ktera konverguje.
(b) Necht >~>°, ¢, konverguje. Necht navic |a, —by| < ¢,. Pak fada > °
guje pravé tehdy, kdyz konverguje > °7 | by,.
ReSeni: Pravda.
Plati

n—1 an konver-

n=1

0 < lan —by| < cp.

Ze srovnavaciho kritéria tedy konverguje fada Y7 | |a, +(—by)|, tedy i Y o2 | an +
(=bn).
Pak ale bud obé¢ fady > 2 an a > - by, konverguji nebo obé diverguji. Kdyby
jedna konvergovala a druhé divergovala, tak by jejich soucet také musel byt diver-
gentni.

(c) Necht Y >, ay konverguje a by, je omezena posloupnost. Pak Y >° | anb, konver-
guje.
ResSeni: Nepravda. Protiptiiklad: a,, = %, b, = (—1)™.
4. Najdéte posloupnost a,, pro niz lim,,_,+ a, = 0 a pro kazdé a > 1 je

oo

Z |an|* = oo.

n=1
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5. Najdéte posloupnosti a, a by, takové, ze a, > b, a ) - | ay je konvergentni a y >~ , by,
je divergentni.

Reseni: a, =0, b, = —%.

6. Najdéte posloupnosti a,, a by, takové, Ze |a,| > |by| a Y07 | an je konvergentnia 7 | by,
je divergentni.
Regeni: a, = (—-1)"%, b, = 1.

7. Najdéte konvergentni fadu )7 | a, a divergentni fadu > 7, b, tak, Ze lim, o = = 1.

Reseni: Necht a, = &% p, = &0 4 %

Vi "

Pak > | a, konverguje podle Leibnize, > 7 b, diverguje, protoze jde o soucet kon-
vergentni a divergentni fady. Navic

(="

1
lima—nZIimLZHmizl.
n—oo b, n—oo (=" + 1 n—o0 ] 4 (=nn

vn n vn

8. Najdéte posloupnosti a,, a by, tak, ze Y -~ ; anby, je divergentni, ale pfitom a,, a b,, splinji
vzdy dvé ze t¥i nasledujicich podminek:

(a) an = (=1)",
(b) bn-i-l S bnv

(c) limp—yo0 by = 0.

S
(a) anzl,bn:%
(b) b, = % pro lichd n, a b, = # pro suda n. Tato fada je divergentni, protoze soucet
konvergentnf 0 | —1 a divergentni Fady > o, n% je divergentni

(c) b,=1
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