
5. cvičení – Řady - Směs
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Příklady

Vyšetřete absolutní i neabsolutní konvergenci řad.

1. (a)
∞∑
n=1

n+ 1

n2 + n+ 10
sinn

Řešení:
• Konvergence.

Aplikujeme Dirichletovo kritérium. Posloupnost an = sinn má omezené částečné
součty.
Posloupnost bn = n+1

n2+n+10
je nezáporná. Dále

lim
n→∞

bn =
n+ 1

n2 + n+ 10
= lim

n→∞

1 + 1
n

n+ 1 + 10 · 1
n

= 0.

Posloupnost bn je nerostoucí: Uvažujme funkci f(x) = x+1
x2+x+10

. Na R derivu-
jme.

f ′(x) =
−x2 − 2x+ 9

(x2 + x+ 10)2

Čitatel má kořeny x = 1±
√
10, tedy pro x > −1 +

√
10 je derivace záporná a

tedy funkce je nerostoucí.
Odtud je posloupnost bn nerostoucí pro n ≥ 3.
Tedy z Dirichletova kritéria řada konverguje.

• Absolutní konvergence. Uvažujeme řadu
∞∑
n=1

n+ 1

n2 + n+ 10
| sinn|

Můžeme odhadnout
n+ 1

n2 + n+ 10
| sinn| ≥ n+ 1

n2 + n+ 10
sin2 n =

n+ 1

n2 + n+ 10
· 1
2
(1− cos 2n)

Budeme tedy vyšetřovat řady
∞∑
n=1

1

2
· n+ 1

n2 + n+ 10

a

−1

2

∞∑
n=1

n+ 1

n2 + n+ 10
cos 2n

Provní řadu srovnáme LSK s bn = 1
n . Navíc

∑∞
n=1

1
n diverguje. Obě řady mají

nezáporné členy. Dostáváme

lim
n→∞

an
bn

= lim
n→∞

1
2 · n+1

n2+n+10
1
n

= lim
n→∞

1

2
·

1 + 1
n

1 + 1
n + 10

n2

=
1

2
∈ (0,∞)
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Tedy z LSK řada
∑∞

n=1
1
2 · n+1

n2+n+10
diverguje.

Dále řada −1
2

∑∞
n=1

n+1
n2+n+10

cos 2n konverguje z Dirichletova kritéria. Posloup-
nost cos 2n má omezené částečné součty, ostatní argumenty jako výše.
Dohromady

n+ 1

n2 + n+ 10
· 1
2
(1− cos 2n)

diverguje (součet divergentní a konvergentní řady).
Odtud ze SK diverguje i řada

∑∞
n=1

n+1
n2+n+10

| sinn|
• Závěr: Řada

∞∑
n=1

n+ 1

n2 + n+ 10
sinn

je neabsolutně konvergentní.

(b)
∞∑
n=1

1− cos 1
n

na

i. pro a = 2,
ii. v závislosti na parametru a ∈ R.

Řešení:

• máme an > 0, tedy jde o řadu s kladnými členy. Položme bn =
1
n2

na = 1
n2+a

.
Pak bn > 0 a

∑∞
n=1 bn konverguje právě tehdy, když 2 + a > 1, tedy a > −1.

Z LSK:

lim
n→∞

an
bn

= lim
n→∞

1−cos 1
n

na

1
n2

na

= lim
n→∞

1− cos 1
n

1
n2

=
1

2
∈ (0,∞).

Výpočet z Heineho (xn = 1
n).

Tedy
∑∞

n=1 an konverguje tehdy a právě tehdy, když konverguje
∑∞

n=1 bn, což
je právě pro a > −1.
Speciálně pro a = 2 řada konverguje.

(c)
∞∑
n=1

3
√
3n + 1− 3

√
3n − 1

Řešení:
Nejprve řadu upravíme

an = 3
√
3n + 1− 3

√
3n − 1 =

3n + 1− 3n + 1

( 3
√
3n + 1)2 + 3

√
3n − 1 3

√
3n + 1 + ( 3

√
3n − 1)2

=
2

( 3
√
3n + 1)2 + 3

√
3n − 1 3

√
3n + 1 + ( 3

√
3n − 1)2

Máme an > 0, tedy jde o řadu s kladnými členy. Dále můžeme pomocí srovnávacího
kritéria odhadnout

an =
2

( 3
√
3n + 1)2 + 3

√
3n − 1 3

√
3n + 1 + ( 3

√
3n − 1)2

≤ 2
3
√
32n
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Tedy řešíme otázku, zda konverguje řada s nezápornými členy
∑∞

n=1 bn =
∑∞

n=1
2

3√
32n

.
Z Cauchyho kritéria

lim
n→∞

n

√
2

3
√
32n

= lim
n→∞

n
√
2

32/3
=

1

32/3
< 1.

Tedy
∑∞

n=1 bn konverguje a tedy konverguje i
∑∞

n=1 an.

(d)
∞∑
n=1

n!

a(n2)

i. pro a = 2,
ii. v závislosti na parametru a > 0.

Řešení:

• pro a > 0 je an > 0, tedy jde o řadu s kladnými členy. Z d’Alembertova kritéria
máme

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

(n+1)!

a(n
2+2n+1)

n!

a(n
2)

= lim
n→∞

n+ 1

a2n+1
=

{
∞, a ∈ (0, 1],

0, a ∈ (1,∞),

Tedy pro a > 1 řada
∑∞

n=1 an konverguje. Pro 0 < a ≤ 1 řada
∑∞

n=1 an
diverguje. (Zdůvodnění limity z Heineho a LH.)
Speciálně pro a = 2 řada konverguje.

(e)
∞∑
n=1

3
√
n+ 5

√
n− 3

√
n− 4

√
n√

n

Řešení: Řadu nejprve upravíme

an =
3
√
n+ 5

√
n− 3

√
n− 4

√
n√

n

=
n+ 5

√
n− n+ 4

√
n√

n
· 1

( 3
√
n+ 5

√
n)2 + 3

√
n+ 5

√
n 3
√

n− 4
√
n+ ( 3

√
n− 4

√
n)2

=
5
√
n+ 4

√
n√

n
· 1

( 3
√
n+ 5

√
n)2 + 3

√
n+ 5

√
n 3
√

n− 4
√
n+ ( 3

√
n− 4

√
n)2

Máme an > 0, tedy jde o řadu s kladnými členy. Položme bn =
4√n

√
n

3√
n2

= n−11/12.

Pak bn > 0 a
∑∞

n=1 bn diverguje (protože 11
12 < 1).

Z LSK:

lim
n→∞

an
bn

= lim
n→∞

5√n+ 4√n√
n

· 1

( 3
√

n+ 5√n)2+ 3
√

n+ 5√n 3
√

n− 4√n+( 3
√

n− 4√n)2

4√n
√
n

3√
n2

= lim
n→∞

5
√
n+ 4

√
n

4
√
n

·
3
√
n2

( 3
√

n+ 5
√
n)2 + 3

√
n+ 5

√
n 3
√

n− 4
√
n+ ( 3

√
n− 4

√
n)2

AL
=

0 + 1

1
· 1

1 + 1 + 1
=

1

3
∈ (0,∞).
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(Z odmocnin je třeba povytýkat a pak odůvodnit Heinem a VOLSF.)
Tedy

∑∞
n=1 an konverguje právě tehdy, když konverguje

∑∞
n=1 bn.

Závěr:
∑∞

n=1 an diverguje.

(f)
∞∑
n=1

(arctan a)n

n+
√
n

,

i. pro a = 1,
ii. v závislosti na parametru a ∈ R.

Řešení:
Položme b = arctan a a vyšetřujme řadu

∞∑
n=1

bn =
∞∑
n=1

bn

n+
√
n
,

kde b ∈ (−π
2 ,

π
2 ).

• pro b = 0 máme
∑∞

n=1 0, tedy zjevně konverguje absolutně, tedy konverguje.
• pro b > 0 je bn > 0, tedy jde o řadu s kladnými členy. Z d’Alembertova kritéria

máme

lim
n→∞

bn+1

bn
= lim

n→∞

bn+1

n+1+
√
n+1

bn

n+
√
n

= lim
n→∞

b
n+

√
n

n+ 1 +
√
n+ 1

= lim
n→∞

b
n

n
·

1 + 1√
n

1 + 1
n +

√
1
n + 1

n2

AL
= b

Tedy pro b > 1 řada
∑∞

n=1 bn diverguje. Pro 0 < b < 1 řada
∑∞

n=1 bn
konverguje.
Pro b = 1 aplikujeme LSK s řadou cn = 1

n . Protože bn, cn > 0, můžeme počítat

lim
n→∞

bn
cn

= lim
n→∞

1
n+

√
n

1
n

= lim
n→∞

n

n+
√
n
= lim

n→∞

1

1 + 1√
n

= 1.

Tedy
∑∞

n=1 bn konverguje právě tehdy, když
∑∞

n=1 cn konverguje. Protože∑∞
n=1

1
n diverguje, tak z LSK i

∑∞
n=1 bn diverguje.

• pro b < 0 máme
∞∑
n=1

(−1)n|b|n

n+
√
n

Absolutní konvergence - převedení na předchozí případ.
Tedy pro b ∈ (−1, 0) řada

∑∞
n=1 bn konverguje absolutně, tedy i konverguje.

Pro b < −1 řada nekonverguje absolutně. Vyšetříme nutnou podmínku.

lim
n→∞

(−1)n|b|n

n+
√
n

.

Prve spočteme

lim
n→∞

|b|n

n+
√
n
.
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Použijme Heineho větu, xn = n, xn → ∞, xn ̸= ∞. Pak počítáme

lim
x→∞

bx

x+
√
x
= lim

x→∞

ex log |b|

x+
√
x

L′H
=

něco/∞
lim
x→∞

ex log |b| log |b|
1 + 1

2
√
x

AL
= ∞

Pak
lim
n→∞

|b|n

n+
√
n

AL
= ∞ ≠ 0

Tedy

lim
n→∞

(−1)n|b|n

n+
√
n

̸ ∃,

protože z věty o limitě vybrané posloupnosti plyne, že pro sudé členy je limita
rovna ∞ a pro liché −∞.
Tedy řada nesplňuje nutnou podmínku a diverguje.
Zbývá případ b = −1. Tedy vyšetřujeme konvergenci řady

∞∑
n=1

(−1)n

n+
√
n

Tato řada konverguje z Leibnizova kritéria: limn→∞
1

n+
√
n
= 0 a posloupnost

1
n+

√
n

je zjevně nerostoucí.
• Závěr:

i. pro b ∈ [0, 1), tedy pro a ∈ [0, tan 1) řada konverguje absolutně, tedy
konverguje.

ii. pro b ∈ [1, π2 ), tedy pro a ∈ [tan 1,∞) řada diverguje.
iii. pro b ∈ (−1, 0), tedy pro a ∈ (− tan 1, 0) řada konverguje absolutně, tedy

konverguje.
iv. pro b = −1, tedy pro a = − tan 1 řada konverguje neabsolutně.
v. pro b < −1, tedy pro a ∈ (−∞,− tan 1) řada diverguje.

2. Vyšetřete absolutní i neabsolutní konvergenci řad. (Není-li napsáno jen NAK.)

(a) NAK
∞∑
n=1

n

(n+ 1)
√
n+ 1

cos(3n+ 2)

(b)
∞∑
n=1

n+ 1

n+ 3

(
ln

n+ 3

n+ 1

)n

(c)
∞∑
n=1

√
2n+ 1−

√
2n− 1√

n
sin

1
3
√
n

(d) NAK
∞∑
n=1

(
1

n
− ln

(
1 +

1

n

))
n sin 2n

(e)
∞∑
n=1

n! + 1

(n+ 2)! + 2
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(f)
∞∑
n=1

(
n
2

)
+
(
n
3

)(
n
4

)
+
(
n
5

)
(g)

∞∑
n=1

n10

2n + 1
sin(n

√
π)

(h)
∞∑
n=1

3
√
n3 + 1− n

3
√
n3/4 + 2− 3

√
n3/4 + 1

(i)
∞∑
n=1

(
1− ln

(
n+ 1

n

))n2

(j)
∞∑
n=1

(
1 + 2n

3n
+

√
n+ 2−

√
n+ 1

4
√
n

)
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