4. cviceni — f{ady - Neabsolutni konvergence
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Piiklady
1. (a) N
D ED)M(B -1
n=1

Regeni: Otestujeme limitu

lim V3—-1=lim ¥Y3— lim1=1—-1=0.

n—oo n—o0 n—oo

Je vidét, ze posloupnost je nerostouci, tedy z Leibnize fada konverguje,

- 1
g(_l)klogkz

k=2
Regeni: Rada konverguje podle Leibnizova kritéria, nebot @ LinioNyG) Posloup-
nost loék je zjevné nerostouci.
R 22n% +3n+4
> (Vg
3n2 + 2
n=1

ResSeni: Rada nespliiuje nutnou podminku konvergence

2n*+3n+4 2

lim ——— = - #0,
g 37
tedy fada diverguje.
> n
)y
Z( ) n? + 2
n=1
ReSeni: Oznalme b, = n{—fm Zjevne je lim, n{—fﬂ = 0. Abychom ukézali
monotoénnost, uvazujme funkei f(z) = - Jeji derivace je:
2
—x°+2
f/(l‘) = 2"
(2 +2)

Tedy plati, ze f'(z) < 0 pro > v/2. Odtud mame, Ze posloupnost b, je klesajici
pro n > 2.
Rada pak konverguje z Leibnizova kritéria.

oo
™
Z cos <n§> arccot(n)
n=1
™

D 2. ~ _ _ 0 . .
ReSeni: Polozme a, = cos (ng) a b, = arccotn. Pak ), a, ma omezené

Castedné soucty. Posloupnost b, je monoténni - nerostouci a navic lim,,_, b, = 0.

o0
Z Dirichletova kritéria pak fada Z cos (n%) arccot(n) konverguje.
n=1
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> cos 2k

log k

k=2

Regeni: Rada konverguje z Dirichletova kritéria, nebot cos(2k) mé omezené castecné
souéty, 1/log k — 0 a navic je 1/log k nerostouci.

arctan n
(c) Z sin(n

Reéenl.
Posloupnost sinn ma omezené ¢astecné soucty. Posloupnost % je nerostouci a

o .
sinn
lim,, 00 % = 0. Tedy z Dirichleta konverguje fada Z -
n=1

Posloupnost arctann je monoténni a omezend, tedy z Abela konverguje i fada
e o] L2 arctann

> ey Sin(n) FEERL,

Detailnéji: posloupnost arctan je rostouci a omezend 0 < arctann < 5. Abychom

ziskali posloupnost nerostouci a nezapornou, rozepi§me

o0
arctann . —arctann % + % — arctann
g sin(n =— E sm(n)i =— g sin(n
n
n=1 n=1
= . -5 . +% — arctann
= — E sin(n)—= +sin(n) —=————
n n
n=1
7 = -3 G +75 — arctann
=— g sin(n)—= — E sin(n) ————
n n
n=1 n=1

Pokud ukazeme, Ze obé& fady konverguji, bude konvergovat i jejich soucet.
Prvni fada konverguje z Dirichleta (uz jsme ukazali). Druhé fada: z Dirichleta
konverguje fada ) >, S Posloupnost § — arctann je nerostouci a lim,, o § —

arctann = 0. Tedy z Abela konverguje i fada

— arctann
—E sm —.
n

Zavér: z linearity fad konverguje i fada

arctan n
E s1n

> (V"

n=0
Reseni:
7 Leibnizova kritéria: posloupnost b, = nQLH je zjevné nezaporna,
n

nl—>nolon2+1:0
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a je nerostouct:
Gn 2 Apy1

n n+1
n?4+1 " n2+2n+1
n3—|—2n2—|—n2n3+n+n2—|—1
n221

Tedy z Leibnizova kritéria fada konverguje.
> n+1
© 2 o

ResSeni: Posloupnost sinn mé omezené ¢astecné soucty.
Déle mame 41
n
lim ———— =0.
n—oo n* +n + 10

UkéaZzeme, Ze posloupnost je nerostouci, tedy Ze an > any1:

ap 2 Gp1
n+1 S n+1+1
n?2+n+10 ~ (n+1)2+n+1+10
(n+1)(n* 4 3n +12) > (n +2)(n* +n + 10)
n3 +4n% + 150 + 12 > n3 + 3n% 4+ 12n + 20
n?+3n>8
n(n+3)>8

Ziejmé plati pro n > 2.
Tedy dana posloupnost je nerostouci od n > 2. Tedy z Dirichletova kritéria kon-

verguje fada ) 7, #ﬂuo sinn.

(f) Uzijte faktu 2sin?k = 1 — cos 2k

ResSeni: Pomoci faktu vyse piSeme

D
sin? k

[\.')M—A
w\H
l\')\H

> >, cos 2k

Prvni fada diverguje, druha konverguje z Dirichleta (a fakt). Tedy soucet vpravo
je dobfe deﬁnovén a fada diverguje.

k=1

Reéenl.

Ze souctovych vzorcii méame

. 1 . 1 1
sin{n-+ — ] =sinncos — 4+ cosnsin —.
n n n
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sinn
Rada Z log log 1) pak konverguje z Dirichletova kritéria, nebot > 7 | sinn ma

omezené castecne soucty a ﬁ jde monoténné k 0.

logn)
Protoze cos + = je omezend | cos 1] <1ajde monotonne do 1 (plyne napi. z nacrtku

_ . sinn cos &
funkce cos ), tak konverguje z Abela i fada E —n
— log(logn)

Analosick Kaze. 7o k o 1 Fad > Cosnsin%
alogicky se aeeoeeaagi.
nalogicky se ukaZe, ze konverguje i ¥ > Tog(log 1)

A protoée souéet dvou konvergentnich fad je konvergentni, konverguje i ptivodni

sm
d
tada Z log( logn

n=1
Reseni:
- 1
Nebot sin = Jde monotonné do 0 (jde vidét z grafu), tak fada Z(—l)” sin — kon-
n
n=1

verguje z Leibnize
Jelikoz pak —4 je omezend a rostouci (mozno ukéazat derivaci), tak z Abela kon-

OO

n 1
je i Fad —-1)" in{—|.

verguje i fada Z( ) S sn <n>

n=1
> 2k +10\"

5@ YU (5T
— 3k +1
Regeni: Rada konverguje absolutné podle odmocninového kritéria, nebot
2k+10 2
lim < = li =-<1.
d Vel = T =3 <

n=1

Regeni: Pro |z| < 1 konverguje absolutné podle limitniho podilového kritéria,

nebot
(1)) o n
lim—— L gy BB 1.
M e = lim g = Al <

n

Pro |z] > 1 diverguje, nebot limita koeficientii bud’ neexistuje nebo neni nulova.
Pro z = 1 fada konverguje podle Leibnizova kritéria (neabsolutné), nebot posloup-
nost {1} je monoténni a konverguje k nule.

_1\n+1l/_1\n
Pro z = —1 fada diverguje, nebot %
s minusem.

= —1/na¥ada —1 je harmonicka
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= p2k* + 3k + 4
2 (=) 2kt +3
k=1

Reseni: Plati, ze (pro k > 4)

124+1+1 2
<o
- k2 2 k2

(_1)k2k;2+3k:+4 2K 4+3k+4 1 243/k+4/k
2k'+3 | 2k*4+3 K2 243/k

Tento odhad dava absolutni konvergenci nagi fady pomoci srovnévaciho kritéria.
(d)
o0
Z cos(k*m) (\/k‘ +9— \/@
k=1

Regeni: Plati, 7e k2 je liché, praveé kdyz k je liché. Proto
cos(k*m) = cos(km) = (—1)*.

Dale je

9 .9

VE+9+VE ~ Vi

Z téchto vypoctil je zFejmé, ze Ffada absolutné konvergovat nemtze (fada % nenf{

VEF9— Vi =

konvergentni), ale konverguje neabsolutné podle Leibnizova kritéria.

< (1)
2 okt i

ResSeni:

; . o 1 1 . .y
Absolutni konvergence je vyloutena odhadem o =y > gp—7- UkdZzeme, Ze fada
konverguje neabsolutné.

Leibnizovo kritérium lze pouzit pfimo, protoZe nerovnosti

1

2%k—+1 < 2(k+1)—1, 2k—1<2(k+1)+1 =
Rl s2(kbl) =1 2h-1S 20+ D4l = Srm i 2 5y 3 (C

jsou pravdivé.

ReSeni:
Upravime nyni ¢len fady na tvar

(- )kksink _ (- )ksink_ k2
k241 ko k2+1
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)ksmk;

Dokézeme-li nyni konvergenci fady >, (—1 , pak, vzhledem k tomu, Ze posloupnost

{ké“—il} je evidentné omezend (méa limitu) a monoténni, z Abelova kritéria bude vyplyvat
také neabsolutni konvergence vysettované fady.

Nyni pouZzijeme triku rozdéleni fady na dvé, na fadu sudych a lichych ¢lent.

Z(_l) [ Z (=1) L + Z (=1) k
k=1 k=1,3,5,.. k=2,4,6,...

coz po upravé dava

Z( 1)kSlHk’ ? Z Sil’lk+ Z sin k
ko k k
k=1 k=1,3,5,.. k=2,4,6,...

Z nésledujici poznamky plyne, Ze pokud dokdZeme konvergenci fad na pravé stranég, pak
konverguje také fada na strané levé a rovnost s otaznfkem plati.

Avgak konvergence obou fad na pravé strané plyne z Dirichletova kritéria. ProtoZze % —0
monotonné, staci ovérit stejnou omezenost castecnych souctt fad ) -, sin k s¢itanych pres
sudé a liché ¢leny.

Rada ), sin kz ma totiz omezené Castetné soucty pro viechna z € R. Polozenim z = 2
tedy zjistujeme, ze fada ), sin(2k) = Zk:2,4,... sin k ma omezené fasteéné soudty. A

protoze
N N N N N
Z sink| = Zsinkz— Z sink| < Zsink + Z sin k
k=1,3,5,... k=1 k=2,4.6,... k=1 k=2.4.6,...

a obé fady napravo maji stejné omezené ¢asteéné soucty, plyne odtud stejna omezenost
¢astecénych soucti i pro fadu lichych ¢lent.

Tim je neabsolutni konvergence vySetfované fady dokizana.

Bonus

5. Necht > 1 an a > .07 b, je konvergentni (K), Y02 ¢, a > o7 dy jsou divergentni

(D). (Rady mohou mit i nezaporné ¢leny). Rozhodnéte, zda musi platit:
(a) D07 an + ¢, K Nepravda.
Pro spor predpokladejme, ze > >°

n—1 On + Cp je konvergentni. Pak z linearity mame
i konvergenci fady

o

00
5 an+cn _an:§ Cn,

n=1

cOZ je spor.

(b) >°0°, ¢ +dn D Nepravda, napt. ¢, =n, d,, = —n.
(c) S0 — b, K Pravda, plyne z véty o linearité.
an + ) S ravda, plyne z véty o linearité.
(d) S5 k [ by, k1 € R, K Pravda, ply v o li
(e) Y02 an - by K Nepravda, napt. a, = b, = (\}%n
(£) >0 cn d, K Nepravda, napf. ¢, = d, = n.
(8) >0, by - dy K Nepravda, napt. b, = #, d, =n?.
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