
4. cvi£ení � �ady - Neabsolutní konvergence
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

P°íklady

1. (a)
∞∑
n=1

(−1)n(
n
√
3− 1)

�e²ení: Otestujeme limitu

lim
n→∞

n
√
3− 1 = lim

n→∞
n
√
3− lim

n→∞
1 = 1− 1 = 0.

Je vid¥t, ºe posloupnost je nerostoucí, tedy z Leibnize °ada konverguje,
(b)

∞∑
k=2

(−1)k
1

log k

�e²ení: �ada konverguje podle Leibnizova kritéria, nebo´ 1
log k

k→∞−−−→ 0. Posloup-
nost 1

log k je zjevn¥ nerostoucí.
(c)

∞∑
n=1

(−1)n
2n2 + 3n+ 4

3n2 + 2

�e²ení: �ada nespl¬uje nutnou podmínku konvergence

lim
n→∞

2n2 + 3n+ 4

3n2 + 2
=

2

3
̸= 0,

tedy °ada diverguje.

(d)
∞∑
n=1

(−1)n
n

n2 + 2

�e²ení: Ozna£me bn = n
n2+2

. Zjevn¥ je limn→∞
n

n2+2
= 0. Abychom ukázali

monotónnost, uvaºujme funkci f(x) = x
x2+2

. Její derivace je:

f ′(x) =
−x2 + 2

(x2 + 2)2
.

Tedy platí, ºe f ′(x) < 0 pro x >
√
2. Odtud máme, ºe posloupnost bn je klesající

pro n ≥ 2.
�ada pak konverguje z Leibnizova kritéria.

2. (a)
∞∑
n=1

cos
(
n
π

2

)
arccot(n)

�e²ení: Poloºme an = cos
(
nπ

2

)
a bn = arccotn. Pak

∑∞
n=1 an má omezené

£áste£né sou£ty. Posloupnost bn je monotónní - nerostoucí a navíc limn→∞ bn = 0.

Z Dirichletova kritéria pak °ada
∞∑
n=1

cos
(
n
π

2

)
arccot(n) konverguje.
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(b)
∞∑
k=2

cos 2k

log k

�e²ení: �ada konverguje z Dirichletova kritéria, nebo´ cos(2k)má omezené £áste£né
sou£ty, 1/ log k → 0 a navíc je 1/ log k nerostoucí.

(c)
∞∑
n=1

sin(n)
arctann

n

�e²ení:

Posloupnost sinn má omezené £áste£né sou£ty. Posloupnost 1
n je nerostoucí a

limn→∞
1
n = 0. Tedy z Dirichleta konverguje °ada

∞∑
n=1

sinn

n
.

Posloupnost arctann je monotónní a omezená, tedy z Abela konverguje i °ada∑∞
n=1 sin(n)

arctann
n .

Detailn¥ji: posloupnost arctan je rostoucí a omezená 0 < arctann < π
2 . Abychom

získali posloupnost nerostoucí a nezápornou, rozepi²me

∞∑
n=1

sin(n)
arctann

n
= −

∞∑
n=1

sin(n)
− arctann

n
= −

∞∑
n=1

sin(n)
−π

2 + π
2 − arctann

n

= −
∞∑
n=1

sin(n)
−π

2

n
+ sin(n)

+π
2 − arctann

n

?
= −

∞∑
n=1

sin(n)
−π

2

n
−

∞∑
n=1

sin(n)
+π

2 − arctann

n

Pokud ukáºeme, ºe ob¥ °ady konvergují, bude konvergovat i jejich sou£et.
První °ada konverguje z Dirichleta (uº jsme ukázali). Druhá °ada: z Dirichleta
konverguje °ada

∑∞
n=1

sinn
n . Posloupnost π

2 − arctann je nerostoucí a limn→∞
π
2 −

arctann = 0. Tedy z Abela konverguje i °ada

−
∞∑
n=1

sin(n)
+π

2 − arctann

n
.

Záv¥r: z linearity °ad konverguje i °ada

∞∑
n=1

sin(n)
arctann

n
.

(d)
∞∑
n=0

(−1)n
n

n2 + 1

�e²ení:

Z Leibnizova kritéria: posloupnost bn = n
n2+1

je zjevn¥ nezáporná,

lim
n→∞

n

n2 + 1
= 0
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a je nerostoucí:
an ≥ an+1

n

n2 + 1
≥ n+ 1

n2 + 2n+ 1

n3 + 2n2 + n ≥ n3 + n+ n2 + 1

n2 ≥ 1

Tedy z Leibnizova kritéria °ada konverguje.

(e)
∞∑
n=1

n+ 1

n2 + n+ 10
sinn

�e²ení: Posloupnost sinn má omezené £áste£né sou£ty.
Dále máme

lim
n→∞

n+ 1

n2 + n+ 10
= 0.

Ukáºeme, ºe posloupnost je nerostoucí, tedy ºe an ≥ an+1:

an ≥ an+1

n+ 1

n2 + n+ 10
≥ n+ 1 + 1

(n+ 1)2 + n+ 1 + 10

(n+ 1)(n2 + 3n+ 12) ≥ (n+ 2)(n2 + n+ 10)

n3 + 4n2 + 15n+ 12 ≥ n3 + 3n2 + 12n+ 20

n2 + 3n ≥ 8

n(n+ 3) ≥ 8

Z°ejm¥ platí pro n ≥ 2.
Tedy daná posloupnost je nerostoucí od n ≥ 2. Tedy z Dirichletova kritéria kon-
verguje °ada

∑∞
n=1

n+1
n2+n+10

sinn.

(f) Uºijte faktu 2 sin2 k = 1− cos 2k

∞∑
k=1

sin2 k

k

�e²ení: Pomocí faktu vý²e pí²eme
∞∑
k=1

sin2 k

k
=

1

2

∞∑
k=1

1

k
− 1

2

∞∑
k=1

cos 2k

k
.

První °ada diverguje, druhá konverguje z Dirichleta (a fakt·). Tedy sou£et vpravo
je dob°e de�nován a °ada diverguje.

(g)
∞∑
n=2

sin
(
n+ 1

n

)
log(log n)

�e²ení:

Ze sou£tových vzorc· máme

sin

(
n+

1

n

)
= sinn cos

1

n
+ cosn sin

1

n
.

Matematická analýza 2, 2023/24, Kristýna Kuncová 3



�ada
∞∑
n=2

sinn

log(log n)
pak konverguje z Dirichletova kritéria, nebo´

∑∞
n=1 sinn má

omezené £áste£né sou£ty a 1
log(logn) jde monotónn¥ k 0.

Protoºe cos 1
n je omezená | cos 1

n | ≤ 1 a jde monotónn¥ do 1 (plyne nap°. z ná£rtku

funkce cosx), tak konverguje z Abela i °ada
∞∑
n=1

sinn cos 1
n

log(log n)
.

Analogicky se ukáºe, ºe konverguje i °ada
∞∑
n=1

cosn sin 1
n

log(log n)
.

A protoºe sou£et dvou konvergentních °ad je konvergentní, konverguje i p·vodní

°ada
∞∑
n=2

sin
(
n+ 1

n

)
log(log n)

.

(h)
∞∑
n=1

(−1)n
n

n+ 1
sin

(
1

n

)
�e²ení:

Nebo´ sin 1
n jde monotónn¥ do 0 (jde vid¥t z grafu), tak °ada

∞∑
n=1

(−1)n sin
1

n
kon-

verguje z Leibnize.
Jelikoº pak n

n+1 je omezená a rostoucí (moºno ukázat derivací), tak z Abela kon-

verguje i °ada
∞∑
n=1

(−1)n
n

n+ 1
sin

(
1

n

)
.

3. (a)
∞∑
k=1

(−1)k
(
2k + 10

3k + 1

)k

�e²ení: �ada konverguje absolutn¥ podle odmocninového kritéria, nebo´

lim
k→∞

k
√

|ak| = lim
k→∞

2k + 10

3k + 1
=

2

3
< 1.

(b)
∞∑
n=1

(−1)n+1

n
zn

�e²ení: Pro |z| < 1 konverguje absolutn¥ podle limitního podílového kritéria,
nebo´

lim

|(−1)n+2| |z|n+1

n+1

|(−1)n+1| |z|n
n

= lim
|z|
1

n

n+ 1
= |z| < 1.

Pro |z| > 1 diverguje, nebo´ limita koe�cient· bu¤ neexistuje nebo není nulová.
Pro z = 1 °ada konverguje podle Leibnizova kritéria (neabsolutn¥), nebo´ posloup-
nost { 1

n} je monotónní a konverguje k nule.

Pro z = −1 °ada diverguje, nebo´ (−1)n+1(−1)n

n = −1/n a °ada
∑

− 1
n je harmonická

s minusem.
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(c)
∞∑
k=1

(−1)k
2k2 + 3k + 4

2k4 + 3

�e²ení: Platí, ºe (pro k ≥ 4)∣∣∣∣(−1)k
2k2 + 3k + 4

2k4 + 3

∣∣∣∣ = 2k2 + 3k + 4

2k4 + 3
=

1

k2
2 + 3/k + 4/k2

2 + 3/k4
≤ 1

k2
2 + 1 + 1

2
=

2

k2
.

Tento odhad dává absolutní konvergenci na²í °ady pomocí srovnávacího kritéria.

(d)
∞∑
k=1

cos(k2π)
(√

k + 9−
√
k
)

�e²ení: Platí, ºe k2 je liché, práv¥ kdyº k je liché. Proto

cos(k2π) = cos(kπ) = (−1)k.

Dále je
√
k + 9−

√
k =

9
√
k + 9 +

√
k
≥ 9√

k
.

Z t¥chto výpo£t· je z°ejmé, ºe °ada absolutn¥ konvergovat nem·ºe (°ada 9√
k
není

konvergentní), ale konverguje neabsolutn¥ podle Leibnizova kritéria.

(e)
∞∑
k=2

(−1)k

2k + (−1)k

�e²ení:

Absolutní konvergence je vylou£ena odhadem 1
2k+(−1)k

≥ 1
2k−1 . Ukáºeme, ºe °ada

konverguje neabsolutn¥.
Leibnizovo kritérium lze pouºít p°ímo, protoºe nerovnosti

2k+1 ≤ 2(k+1)−1, 2k−1 ≤ 2(k+1)+1 =⇒ 1

2k + (−1)k
≥ 1

2(k + 1) + (−1)k+1

jsou pravdivé.

4.
∞∑
k=1

(−1)k
k sin k

k2 + 1

�e²ení:

Upravíme nyní £len °ady na tvar

(−1)k
k sin k

k2 + 1
= (−1)k

sin k

k
· k2

k2 + 1
.
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Dokáºeme-li nyní konvergenci °ady
∑

k(−1)k sin k
k , pak, vzhledem k tomu, ºe posloupnost

{ k2

k2+1
} je evidentn¥ omezená (má limitu) a monotónní, z Abelova kritéria bude vyplývat

také neabsolutní konvergence vy²et°ované °ady.

Nyní pouºijeme triku rozd¥lení °ady na dv¥, na °adu sudých a lichých £len·.
∞∑
k=1

(−1)k
sin k

k

?
=

∑
k=1,3,5,...

(−1)k
sin k

k
+

∑
k=2,4,6,...

(−1)k
sin k

k

coº po úprav¥ dává
∞∑
k=1

(−1)k
sin k

k

?
=

∑
k=1,3,5,...

−sin k

k
+

∑
k=2,4,6,...

sin k

k

Z následující poznámky plyne, ºe pokud dokáºeme konvergenci °ad na pravé stran¥, pak
konverguje také °ada na stran¥ levé a rovnost s otazníkem platí.

Av²ak konvergence obou °ad na pravé stran¥ plyne z Dirichletova kritéria. Protoºe 1
k → 0

monotónn¥, sta£í ov¥°it stejnou omezenost £áste£ných sou£t· °ad
∑

k sin k s£ítaných p°es
sudé a liché £leny.

�ada
∑

k sin kx má totiº omezené £áste£né sou£ty pro v²echna x ∈ R. Poloºením x = 2
tedy zji²´ujeme, ºe °ada

∑
k sin(2k) =

∑
k=2,4,... sin k má omezené £áste£né sou£ty. A

protoºe∣∣∣∣∣∣
N∑

k=1,3,5,...

sin k

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
N∑
k=1

sin k −
N∑

k=2,4,6,...

sin k

∣∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣
N∑
k=1

sin k

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣

N∑
k=2,4,6,...

sin k

∣∣∣∣∣∣
a ob¥ °ady napravo mají stejn¥ omezené £áste£né sou£ty, plyne odtud stejná omezenost
£áste£ných sou£t· i pro °adu lichých £len·.

Tím je neabsolutní konvergence vy²et°ované °ady dokázána.

Bonus

5. Nech´
∑∞

n=1 an a
∑∞

n=1 bn je konvergentní (K),
∑∞

n=1 cn a
∑∞

n=1 dn jsou divergentní
(D). (�ady mohou mít i nezáporné £leny). Rozhodn¥te, zda musí platit:

(a)
∑∞

n=1 an + cn K Nepravda.
Pro spor p°edpokládejme, ºe

∑∞
n=1 an + cn je konvergentní. Pak z linearity máme

i konvergenci °ady
∞∑
n=1

(an + cn)− an =
∞∑
n=1

cn,

coº je spor.
(b)

∑∞
n=1 cn + dn D Nepravda, nap°. cn = n, dn = −n.

(c)
∑∞

n=1 an − bn K Pravda, plyne z v¥ty o linearit¥.
(d)

∑∞
n=1 k · an + l · bn, k, l ∈ R, K Pravda, plyne z v¥ty o linearit¥.

(e)
∑∞

n=1 an · bn K Nepravda, nap°. an = bn = (−1)n√
n

(f)
∑∞

n=1 cn · dn K Nepravda, nap°. cn = dn = n.
(g)

∑∞
n=1 bn · dn K Nepravda, nap°. bn = 1

n2 , dn = n3.
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