2. cviceni — Rady - Limitni srovnavaci kritérium
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/"kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Teorie

Véta 1 (srovnéavaci kritérium ). Necht > > a, a Y oo, b, jsou fady s nezapornymi ¢leny
a necht existuje ng € N takové, ze pro kazdé n € N, n > ng, plati a,, < b,.

(a) Pokud >, b, konverguje, konverguje i fada Y o> | an.

(b) Pokud > | ay diverguje, diverguje i fada >~ by,.

Vé&ta 2 (limitni srovnavaci kritérium ). Necht >°°° an, a ) o2 | by jsou fady s nezapornymi
¢leny a necht existuje lim Z—Z. Oznaé¢me K = lim ‘Z—Z.
(a) Pokud K € (0,00), pak > > | a, konverguje pravé tehdy, kdyz fada Y - ; b, konverguje.
(b) Pokud K =0a ) 2, b, konverguje, pak > | a, konverguje.

(c) Pokud K =00 a y .2, a, konverguje, pak > >, b, konverguje.

Véta 3 (vztah absolutni konvergence fady a konvergence fady). Je-li fada Y > | a, absolutné
konvergentni, pak je i konvergentni.

Véta 4 (Heineova). Necht a € R*; A € R* a necht funkce f: M — R, M C R, je definovana
na né&jakém prstencovém okoli bodu a. Potom jsou nasledujici dva vyroky ekvivalentni:
(i)
lim f(z) = A;
T—ra
(ii) Pro kazdou posloupnost {x, }nen, spliiujici z, € M, Vn € N: z, # a a lim,_oc T, = a
plati lim,, o f(zy) = A.

Fakta
1. Rada Yoo 1 ¢" ! konverguje prave kdy# |g| < 1.
2. Rada Y7, n® konverguje pro a < —1 a diverguje pro o > —1.
3. Radu ) 7, % nazyvame harmonickou fadou. Harmonicka fada diverguje.
4. Rada Yo on® In®n konverguje pravé tehdy, kdyz a < —1 a § € R nebo a = —1 a
g < —1.
Hinty
A? - B*=(A-B)(A+ B)
A® -~ B? = (A— B)(A* + AB + B?)
A" —B"=(A—B) (A" '+ A" 2B+ A" 3B2 4+ . 4 A’B" 3 4 AB" 2 4+ B
ab — 6blna
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Poznamka 5. Algoritmus:
1. NP: Jde a,, k 07 Pokud ne, fada diverguje. (Pokud ano, nevime nic.)
2. Ma fada nezaporné ¢leny? Pokud ne, zkusime absolutni konvergenci (z ni vyplyne i
konvergence).
3. Zkusime najit fadu k LSK. (Casti kandidati: 3.°°, n®, 32°° ¢", 3% _, n®In’ n.)

NP

(b) Odmocniny: Neni potfeba je nejdiiv upravit?
(c) Funkce: K ¢emu se blizi jejich argument? Nezname néjakou limitu v tomto bodé?
- Limita nam poradi, s ¢im srovnavat.

4. Umime pouZzit n&jaky odhad zdola ¢ shora? (nap¥. |cosz| < 1, |sinn| < n, In(z) <
x—1). Aplikujeme SK. (Pozor, je tfeba odhadovat zdola divergentni a shora konvergentni
fadou.)

5. Jesté jednou prokontrolujeme vSechny implikace a podminky. NapiSeme zaveér.

1

6. Varovanti: je velky rozdil mezi sinn a sin ..

Priklady
1. Urcete, zda nasledujici fady konverguji
Wy ©Y
n=1 n’ +1 n=1 (2 + 1/n)n
G 1 = ny/n+2n
b f vt es
<)nz:1\/2n—|—1\/2n+3 ()T;n2+2n3
e 1
3 2 5 _ 3 2 1 *
(c) nzlvn +5—Vn?+ (8) ;2 T
> n2+5—In2+1 > !
(d) (h) B ntm
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- 1 - 2n
2. 31— cos— h tan ——
(a) Zn ( COSn) (h) Zarc an g

n=1 n=1
(b) i In (1 + 1> (i) i arctan 271733, reR
= n? ] 22 + n2
oo
arctann > n
(c) —_— j sin
nz:l n 0) nz:l n?+1
oo
L n+1 > "
(d) > sinn~'In— (k) S (0" —1),acR
n=1 n=1
o () (2 +1) - s
e n\" — 1) :
(e) nzl( (1) Ztg (47) sin 2"
o ! n=1
n o]
" o~ 1 1
(f) nz nZ+1°%%, (m) Z - arccos
B n=1
o gin (% — nl+1> e \/ \/ 1
. 2 2 .
g n arcsin(yvn* + 1—v/n< —1)4/sin —
® X T () 3 aresin )y fsin
Bonus

3. Zkonstruujte kladnou posloupnost a,, tak, ze

. Ap+1 .
(a) nh_)rglo Z: =1la) 7, a, konverguje.

. An41 [e'e) . .

1 =1 .
(b) Jim. o a Y. apn diverguje

a
(c) limsup ZH >1a) 2 ay konverguje.
n

4. Dopliite symboly <, <= nebo =-.

Véta 6 (limitni srovnavaci kritérium ). Necht > >° a, a Y 7, b, jsou fady s neza-
pornymi ¢leny a necht existuje lim 3. Oznacme K = lim 3.

o0 o

K € (0,00) Zan Diverguje Z b, Diverguje
n=1 n=1
(o9} o

K=0 Z an Diverguje Z b, Diverguje
n=1 n=1
o0 o

K=x Z an Diverguje Z b, Diverguje
n=1 n=1

ZU/1 8 M8 (u1)
“u S wup (37)
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Figure 1: https://marekbennett.com/2014/03/06 /recursive-load
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