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Priklady

1. Vyjadrete jako soucet fady

2T Sinx
——dz
0 1—e =

e Nejprve rozvedeme f do fady. Jelikoz pro = € (0,27) je |[e”*| < 1, mame

ResSeni:

o0

sin.z Z Tsinx, x€(0,2m).

=
k=0

e Lebesgueova véta. Ovéfujeme

Z/zﬂ ¥ sinzx|dx

Pro k =0: )
/ |sin:c\dyc:2/ sinx dr = 2[—coszx]j =4
0 0
Pro k£ > 0 mame (2x per partes):

2 T 2

Iy, :/|ekzsin:1:\dmsz :/emsinxdx—/e’“sinxdx
0

o

™

e—kaz e—kx
= |- sinxz| + / cosz dx
k 0 k

0
|: e—kx 27 27Te—kx
— | = sinx — cosxdz
7T ™
27 ke
0+/€k cosxdr — —/ cosxdzx
0 T
kx ™ 1 .
= [— cos:r;} —/e k2 in 2 da
k2 k2
0
27
|: 6—k$ :|27r+ 1 / e .
— |— —=—cosx — [ e sin x dz.
k2 - k2

™
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Tedy

1+ k2 1 2 1
L2 Iy, = L2 o2k + ok 2 + 52’
I 1 n 2 . 1
POk (14 k2) (14 k2) | 1+ k2
Méme tedy
oo oo
1 2 1 1
< 14— <
kZ_Oezk”(l—i—k‘z) * ekm (1 + k2) U _kZ_O 1142 %
e Prohozeni a vypocet. Z Lebesgueovy véty Pro k = 0 je
2
/ sinxdx = 0.
0
Pro k > 0 mame
2 . P 2 .
I, :/ek’” sinzdzr = [— sinm} +/ cosx dr
0 0 0
2
eka
=0+ / cosx dx
0
2

Tedy
14 k2 1 1
L2 I, = — L2 g2k + 52’
I 1 L
k= 2T (1+k2)  1+k2
ZAvor:

2 k; 0 1 1
e " sinzdr = — + .
/0 k;O kgo e2km (1 4+ k2) 1+ k2

2. Spocitéte

[ In(l+ az?)
F(a)—/o mdx.

ResSeni:

e Pro a < 0 integrand neni definovan na mnoziné kladné miry, pro a = 0 je kon-
stantni nula, tedy F(0) = 0. Pro a > 0 konverguje, srovnam s a/(1 + %) u nuly i
nekone¢na (u oo lze pouzit odhad s > log(1 + s)).
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e Vypocet: Na dluh prohodime derivaci a integral:

TR 1
F(a)/o T+ )1 +az?)

Pro a # 1 rozlozime na parcialni zlomky

) B 00 1 B o0 a 1

F(a)_/o (1+22)(1 + aa?) d:U_/O (a —1)(1+ az?) B (a—1)(1+ 2?) do
“Ga-nval
Cna-1)

1
arctan(:c\/&)]zio - [arctan x],2
=0,

2(a—1)  2(a+1)

Odtud
F(a) = mva —mlog(va+1) + C.

Za predpokladu, ze F(a) je spojita v 0, muzeme dosadit
0= F(0) = 7v0 — wlog(v0 + 1) + C.
Tedy C =0 a
F(a) = mv/a — wlog(va+1) a € [0,00) \ {a}.
Pokud ukézeme, ze F' je spojitad v 1, miZzeme psét
F(a) = mva — mlog(v/a +1) a € [0,00).
e Predpoklady uzitych vét. Véta o derivaci podle parametru:

—a€l=(000),ze€(0,00)), flx,a) = % Pro vsechna a € I je f(z,a)

spojita (jako funkce z na X) a tedy méfitelna.
— Pro v8echna z € X a a € I existuje vlastni

of(x,a) B 1
da  (1+ 22)(1 + ax?)
— Volme a = . Pak F(3) = fooof(%) < 00. (Ukazali jsme na zac¢atku LSK.)
— Existuje majoranta g(x) = H% tak, ze Vo € X je
1 1

‘8f(a:,a)
O

= <
‘(1+x2)(1+a:c2) T 1422

Navic [;“g(z) < co.

Spojitost v 0 a 1:

— Uvazujeme a € T =[0,2], x € X = (0,00), f(z,a) = %%;))

— zafixujeme a € T. Pak funkce f(z,a) je spojita (jako funkce z) na celém X a
tedy je méritelné.

— zafixujeme x € X. Pak funkce f(x,«) je spojita (jako funkce o) na celém T
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— polozme g(z) = H% Pak g € L'(X) a plati

2
T 1422

In(1 + az?)
22(1 + 22)

Zaver: funkce F'(«) je spojita na celéem T.

3. Urcete trojrozmérnou Lebesgueovu miru mnoziny M, kde
M= {[x’y’z] ER’:a?+y? +27> 1, \/W<1—’;‘}.

Regeni: Jde o prinik vngjsku koule a 2 kuzeli (poloZenych podstavou na podlahu).
Mnozina je symetricka, stac¢i tedy uvazovat z > 0 a vysledny objem zdvojnésobit.

Zavedme valcové soufadnice (rcosa,rsina, z), kde r € (0,00), o € (0,27), z € R. Pak

7 rovnic dostavame
VI—r2<z<2-2r

Krajni body pro r:

V1—r2=2-2r

1—7r2=4—8r+4r2
8 3

0=r>—_r+=
r 57"—1-5,

o:<r—§> (r—1).

Protoze zéroveii 1 — r? > 0 (z odmocniny), dostavame r € (0, 2).

Integrujeme tedy

2r [ 3/5 [ 2-2r 3/5
16
2/ / / rdz | dr da:47r/2r—27‘2—7’\/1—7“2dr:7;.
0 \o \/io= 0
4. Spoctéte limitu limy, oo n [ (1 4 £) ™" sin £ d.
Regeni:
o0 —
lim n(l + {) nsinfdzn
n—oo Jq n n

e}

= - lim (nsin2)(1+2 ) de = ze Ydx =T(2) = 1.
0 n—00 n n 0

Zaména podle Lebesgueovy véty. Pokud n > 3, pak (g) > g—; a tudiz podle binomické
véty (14+ 2)" > 1+ ’2”—; Déle sin £ < £ Tedy majoranta integrandu je

27 x
27 + 23
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5. Spoctéte

Reseni: Mame
e 2,.2 > 2
F'(a)zQa/ e v dxz?sgna/ e dt =+ (t=lalx, a #0).
0 0

Majoranta pro derivaci qe_p2’”2 pro p < |a| < g, ¢ > p > 0. Mame
F(a)zﬁa—i—C&, a > 0; F(a)z—ﬁa+02, a < 0.

Pfimym vypoétem dostaneme F'(0) = 0. Abychom odtud uéinili zaveér, ze F'(a) = /7|al,
2,2
a € R, musime jesté ovéTit spojitost F' aspon v nule. Majoranta pro spojitost je 1= exgq

pro ]a\ <q,q>0.

6. Spoctéte objem mnoziny M = {[z,y, 2] : (22 + y?> + 22)°/? < 22 4+ y? — 22},

Reseni: Zavedme sférické soufadnice: x = rcosacosf, y = rcosasinf, z = rsina.

Pak
(r?)°/? < r? cos® o — 2 sin’
r® < 12 cos 2
0 < r3 < cos2a
a tedy

w/4 Ycos2a
3(M) / / / r? cos o dr) dﬁ) da
/4
/4

_ 27T/’r cos @ cos 2a oy — 27r/7r/4 cos a1 — 2sin? @) dov
—m/4

3 —x/4 3
V2/2
_ =7 (1—2t2)dt:4ﬂ—(\/§—\/§>:4\/§ﬂ
3 V22 3 2 6 9

7. Vyjadrete jako soucet fady funkce G(a) i G'(a), kde

1
G(a):/ x® arctan z dz.
0

ResSeni:

e Integral konverguje pro a > —2. Pomoci Taylora arctan x dostaneme

G(a) = /Ol(g(_l)kxa 22?1 Z/ 2k+11 dx

=Y (-1

k=0

(a+2k+2)(2k +1)°
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Prohozeni fady a integralu:

o0

2k+1 1
x:kzo @r2k i)kt =

k+1

(srovnani s ) k—lg)

e Na dluh prohodime derivaci a integral, pak

1
G'(a) = /0 x®log x arctan x dx

1,0 i p2k+1 o 41 p2k+1
- —1)kze] ) da d
fy (vt topeg) e =35 [l ofatogag o
k=0 =0
o0
— (_1)k+1 1 .
— (a+2k+2)2(2k + 1)
Prohozeni fady a integralu:
p2k+1 o 1 p2k+1 o0 1
%1 —z%1 dr = .
R kZO/O RSN kzo(a+2k:+2)2(2k:+1)

Prohozeni derivace a integralu:
— zafixujme 0 > p > —2. Pak uvazujme
acl=(poo),ze(0,1), f(z,a) =z%arctan .
— Pro v8echna a € I je f(z,a) spojita (jako funkce x na X) a tedy méfitelna.
— Pro v8echna = € X a a € I existuje vlastni

of(x,a)
da

= z%log x arctan x

— Volme a = 0. Pak G(0) = fol arctanx < co. (Lze upocitat.)
— Existuje majoranta g(x) = |aP log x arctan x| tak, ze Vx € X je
‘af (z,q)

= |z log x arctan x| < |2P log z arctan x|
«

Navic folg(:):) < 0.

8. Spoctéte

00 2
Fla) :/ log(l +az7)
0 1 +ZU

Reseni: Pro a < 0 integral neméa smysl, protoZe v integra¢nim oboru lze nalézt interval
kladné délky, na ném?z integrand neni definovan.

Pro a = 0 je zfejmé F(0) = 0.
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Pro a > 0 spo¢teme pomoci Fubinky:
> log(1 2 > Mog(1 +tz?)]"
[ e [T [
0 ].+l’ 0 1+ZE 0
00 a 1'2
= dtd
/ (/0 (1+m2)(1+tx2)> o

/0 / 1+x2)$(21+tx2) dx) d

/[Oa {1} / til(lJrle B 1+1tx2> dx) dt
/[o,a \{1}t—1 arctana:}:;o — [W}jo) dt

o H(l ik
d

va Y

/0 2\f(\f+1)

Jesté je potieba ukazat spojitost F(a) v 1

e Uvazujeme a € T =[0,2], z € X = (0,00), f(x,a) = ln((lli_gf;).

e zafixujeme a € T. Pak funkce f(x,a) je spojita (jako funkce x) na celém X a tedy
je méfitelna.

e zafixujeme z € X. Pak funkce f(z,a) je spojita (jako funkce ) na celém 7.

e polozme g(z) = In(1+22%) " pyi g € L'(X) a plati

142
In(1 + az?) < In(1 + 222)
(1+22) |~ (1+2?)
Integrovatelnost g(z) u oo ukadzeme napi. LSK s h(x) = H%

Zavér: funkce F(a) je spojita na celém T.

Celkem:
F(a) = 7log(1 + /a), a>0.
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