10. cviceni — Polarni souradnice
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Priklady
1. Zakreslete nésledujici mnoziny:

(rcosa, rsina),

(a) r€[0,4], a0, 3] (e) re[l,4], a €[0,F]
(b) r €10,4], « € [0, 7]

(© rel0.d ac -l (f) r€[2,4], a € [0,7]

(d) re€[0,4], a € 0,27 (g) re[-1,4], a € [-m, 7]

ResSeni: Nakreslime v programu.

2. Priklady mame odtud:
https://homel.vsb.cz/ boul0/archiv/ip2.pdf
http://mat.fsv.cvut.cz/Sibrava/Vyuka/vic_int.pdf
https://is.muni.cz/el/1433/jaro2009/MB102/7448541/skripta4.pdf
https://math.fel.cvut.cz/en/people/tiser/skr.pdf
J. Kopacek, Matematicka analyza nejen pro fyziky

(a) sin /22 + 32 d\, kde M = {[z,y] € R%, 7% < 2?2 + 9? < 47?}
M

Reseni: PouZijeme polarni souradnice
T =rcosa
Yy =rsina

Z rovnic vyplyne
72 < r? cos® a + r? sin? a < 472
72 < g? < 47
Navic a € (0, 27).
Integral pak je tvaru:

2 27 27 27
/ / sin\/r2sin2a+r2c082a~rdrda:/ / rsinrdr da
0 T 0 T

7 per partes

2r 2w 2m 2m
/ / rsinrdrda = / [—rcosT + sinr]2™ da = —37r/ lda = —67°
0 Jrx 0 0

1 2 2
o) [ P ke M = (o] €R21 S22 457 < ey 2 0)

Reseni: Pouzijeme polarni souradnice

T =TCos«

y =rsinuo
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7 rovnic vyplyne
1<r?<e

0<rsina
Tedy r € (1,+/e), a € (0, 7).
Integral pak je tvaru:
T Ve 1 2
/ / og;’ -rdrda
0o Ji1 r

Ze substituce (oby¢ejnéa pro 1 proménnou):
1 1 T
122V%_:/d =2
/04[ogr]1a 04a 1

(c) / x d\ kde M = {[z,y] € R%, 2,y > 0,1 < 22 +¢% < 4}
M

Reseni: Pouzijeme polarni souradnice

T =rcosua
y =rsina
Z rovnic vyplyne
1<r? <4
0 <rcos«
0<rsina
Tedy r € (1,2) a € (0, F).
Integral pak je tvaru:
jus 2 ™ 2 372 7 ™ 2 7 x 7
/2 / rcosa - rdrda = /2 / Cos (v [r] da = /2 / cosada = Z[sinalj = -
o J1 o 1 314 3Jo J1 3 3
(d) / (x2 +y2) dA, kde M = {[z,y] € RQ,Q%: + % <1}
M
Reseni: Pouzijeme zobecnéné polarni souradnice
T = 3rcos«
y = 2rsina
Z rovnic vyplyne
9r2cos’a  4r?sin? o
<1
9 4 -
r? <1
Tedy r € (0,1), a € (0, 27).
Integral pak je tvaru (pozor na Jakobian):
2 1 2 1
/ / (972 cos® a + 4r? sin? @)6r dr da = 6/ / r3(5cos? o + 4) dr da
o Jo o Jo
2 1 3 2
= 6/ (5cos® a+4)~[rY}da = = / (5cos® a + 4) da
0 4 2 Jo
2
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Pomoci vzorecku cos a? = %(1 + cos2a)

13 5 T3

NJ\CO

1 _ 2,2, .2
(e) /M\/m d\, kde M = {[z,y] e R*, 2" + y~ < z}

Reseni: Pouzijeme polarni souradnice

T =rcosqa
y =rsina
Z rovnic vyplyne
r? < rcosa
0<r<cosa
Tedy a € (=3, 5), r € (0,cos ).
Integral pak je tvaru:

Jus

COS & COos & B)
rdrda—/ / ldrda:/ cosada = 2.
/g/ \ﬁ = Jo _

s
2

1
() /M(JU2+3/2)2 dA, kde M = {[z,y] €R27% <y <2,z <a?4y? <323\ (0,0)

Reseni: PouZijeme polarni souradnice
Tr=rcosqa
y =rsina

7 rovnic vyplyne
rcosa§r2 < 3rcos a

cosa <r < 3cosw

Tedy a € (§,arctan2), r € (cos,3cos ).
Integral pak je tvaru:

arctan 2 3cosa arctan 2 Jcosa arctan 2 1
/ / crdrda = / / r3drda = / ——[r?)3c8e qa
cos a cos o z 2

4 /arctan2 ; do — 4 [tan ]arctanZ % 2 @
9 Jx cos? « 9 ¢ ) s

[}

o
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(2) Vypocitejte obsah plochy ohrani¢ené lemniskatou (z2 + %) < 2 — 32,
ReSeni: ProtoZe lemniskata je symetricka podle obou os, stadi pracovat jen s 1.
kvadrantem a pak plochu nasobit 4.

Pouzijeme polarni soufadnice
T =Trcosa

Yy =rsina
Z rovnic vyplyne
0<rt <7r%(cos? a —sin? )
0r < Vcos2a

Tedy a € (0, %) (jsme v 1. kvadrantu). Navic r € (0, v/cos 2a).
Integral pak je tvaru:

g v cos 2a 1 %
4/ / 1-rdrda:4-/ cos2ada = 1.
0o Jo 2 Jo

(h) / arctan% d\, kde M = {[z,y] € R?, 22 + %> < 1,2,y > 0}
M
Reseni: Pouzijeme polarni soufadnice
T =rcosu
y =rsina
Z rovnic vyplyne
0<r <1
0 <sina
0 < cos«

Tedy o € (0,5), 7 € (0,1).
Integral pak je tvaru:

7 1 71 )
/ / arctan(tan ) - rdr da = / —ada =

(1) / z2y? d\, kde M = {[z,y] e R%,1 <2y < 3,z < y < 2z}
M
Reseni: PouZijeme souiadnice
u=xy
v=y/x

Z rovnic vyplyne
1<u <3

1<y <2

Vyjadiime soutfadnice a spocteme jakobian. Mame x = \/%, Y = \Juv.

0z Oz 1 -1 /=
J Oou Ov 2y/uv 2V v3 1
B @ @ B 1 U 1 U B 2v
ou  Ov 2 \/g 2V
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Parcialni derivace jsou na u € (1,3) a v € (1,2) spojité. Protoze v > 0, tak J # 0.
Tedy je zobrazeni regularni. Lze navic (z definice) ukéazat, Ze zobrazeni je prosté.

Integral pak je tvaru:

3 2 3
1 1 13
2 2
dvdu = —log2du = — log 2.
/1/1u27)vu /1u20g ! 30g

(j) Spoéti miru mnoziny M = {[z,y] € R?, (v + y)* < az®y,z > 0}, a > 0
ReSeni: Z predpisu M plyne, ze z,y > 0. PouZijeme tedy soufadnice

IE:T’COSQOZ

y = rsin® o

kde r € (0,00) a a € (0, ).

7 rovnic vyplyne

4 2

asin® o

0<r < acos* asin® a

0<r* < ar®cos

Jakobian vyjde r sin 2a.
Integral pak je tvaru:

Z  racostasin®a 5 1 4 o
/ / rsin(2a) drda = / 2sina cos a - 5[7“2]800b GSTY doy
o Jo 0

jus
2
= / a® cos? asin®
0

Ze substituce

cos'? () n cos'? (z)  cos'(z)]?  a?
10 6 14 ], 210
(k) miru M, kde M je ohranicena kiivkami zy = a, zy = b, y*> = mz, y*> = nax,
0<a<bal<m<n.
Reseni: Pouzijeme soufadnice
u =1y
_ .2
v=y"/x
Z rovnic vyplyne
a<u <b
<v <n
cs Tve - . . . ‘2 ‘ 3/ u2
Vyjadifme soufadnice a spocteme jakobian. Mame x = {/ ©-, y = /uv.
oz Oz 2 1 3/u?
J— ou Ov B 3 Yuww 3V 2 . 1
N dy Oy N - 3v
u B sV 3V
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Parcialni derivace jsou na u € (a,b) a v € (m,n) spojité. Protoze v > 0, tak J # 0.
Tedy je zobrazeni regularni. Lze navic (z definice) ukéazat, Ze zobrazeni je prosté.

b rn
1 1 n

Integral pak je tvaru:
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Bonus

3. Urcete, zda jsou integraly ve spravném pofradi ¢i nikoli

3 2 e
iii. / / / zyz? dz dz dy ANO
1 Jo J-a

///xyz dzdydz ANO
il. ///wyz dzdydz ANO

3 px? py+2 T
(b) i / / / —cosydzdydx ANO
0 Jzx Y z
3 py+2 pa? T
ii. / / / ;cosydy dzdx NE
0 T

3 cos a
(¢) i / / Vzrsinadrdadz

ANO T J COS
3 cos a
il. / / / Vzr?sinadrdz da
A—N7"I'O COS &

iv.

iii

iv.

<

1

0
E

/ /3 cos a
—7TO cos

3cosa

cos

1

Vzrlsinadz dr da
0

/ Vzr?sinadadrdz
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4. ZapiSte nésledujici mnoziny polarnimi souradnicemi
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