9. cvicen{ — Fubiniho véta
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Priklady
1. Spoctéte

oo ,—ax _ ,—bx
(a) / € T°C  d4r
0

x
Regeni: Pro a = b vyjde [ = 0.
Necht 0 < b < a. Pak

© ,—ax __ ,—bx o oo ra 0 ra
/ eed:v—/ [ ] dx—/ / 9 ( )dyd$:/ / —e ¥ dyda
0 T b ay T b
a yx ]
Fub/ / —e ¥drdy = [e } dy—/ —dy
b Y Jo

b
=logb —loga = log —.
a

Predpoklady Fubinky. Pracujeme s integralem

—/ / e ¥ dydx
0 b

- funkce e7Y* je nezaporna spojita (a tedy méfitelna) funkce. Mnozina (0, 00) x (b, a)
je méfitelna (obdélnik). Zavér: integral ma smysl.
Analogicky projde vypocet pro 0 < a < b. V ostatnich pfipadech integral diverguje.
() /°° In(1 + a?2?) — In(1 + b%2?) e
0

2
z
Reseni: Necht 0 < b < a. Pak

o0 2.2) _ 2.2 o0 2.2\74
/ In(1 + a”x*) 2ln(1+bx)d$:/ [1n(1+yx)} de
0 x 0 b

Predpoklady Fubinky. Pracujeme s integralem
o0 a
2
— / / % dy dx
o J» 1+y*zx

2y
1+ y2a?

- najdeme majorantu
2|al
= 14022
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Mnozina (0,00) X (b, a) je méFitelna (obdélnik). Zavér: integral ma smysl.
Analogicky projde vypocet pro 0 < a < b.

Dale plati, ze funkce F(a,b) = [° In(1+a®a?)-In(1+6%2%) G 50 suda v obou promén-

x
nych, tedy

F(—a,b) = F(a,b) = F(a,—b) = F(—a,—b) = n(|a| — |b]).

1 _ —az?
© [
0 xre”
Reseni: Necht —1 < a < 0. Pak

0
01 _ —ax? oo ,—0z2 _ _—ax? 00 —yax?
/ egdx—/ efdx—/ | e
0 xer rer 0 ze®r
o) 0
:/ / —ze® 1Y) dy dx FUb/ / —ze® 1Y) dz dy
0
0 1
dy—/ dy:—|: In 1+y]
/ B R M)

In(1+ a)

1+y

l\')\}—t

Predpoklady Fubinky. Pracujeme s integralem

oo 0
/ / — e (1Y) dy dz
0 a

Funkce —ze® (-17%) je zaporna. Mnozina (0,00) x (a,0) je méfitelna (obdélnik).
Zéaveér: integral ma smysl.

Analogicky projde vypocet pro a > 0.

b

T
zlnx

Regeni: Necht 0 < b < a. Pak
/  arctan x® — arctan xb / *° [arctan zY
dx
0 zlnzx 0 xlnx
o
dy dx
/0 /b 1+ 22 Y
e’} y—1
= / / - 1 4 2y dzdy
b 0 1 +x Y

Pouzijeme substituci t = 2¥, dt = yz¥~!dx.

a
1
= dtd = - tant]>° d
// 1+x2y dy = //0 y 1+t2 Y /by[a““]o Y

:/b .. ;d Tyl = S m[?]
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/OO arctan z% — arctan x
0




Ptedpoklady Fubinky. Pracujeme s integralem

oo ra xy—l
——dydz
/0 /b 1122 Y

> 0 Mnozina (0,00) x (b,a) je méfitelna (obdélnik). Zavér: integral

Funkce + 2y
mé smysl.

Analogicky piipady a,b < 0, a,b > 0.

1,b__ ,.a
(e) / T % 4
o Inz

Reseni: Necht —1 < a < b. Pak

1,b_ ..a 1
/x v da::/ [] dx—/ / mydydxFub/ /wydmdy
o Inz o |Inz
b y+1 b
T +1
= = 7d =[In|1
/a L/Jrl] dy = / y=[In|1+y[l = ’

a+1
Predpoklady Fubinky. Pracujeme s integralem

1 rb
/ / ¥ dydx
0 a

Plati ¥ > 0. Mnozina (0,1) x (a,b) je méfitelna (obdélnik). Zavér: integral ma
smysl.

Analogicky projde vypocet pro —1 < b < a. Proa=b=0je [ =0. V ostatnich
pripadech integral diverguje.

oo ,—ax? _ _—bx?
(f) / € T A
0

x
Reseni: Pro a = b vyjde [ = 0.
Necht 0 < b < a. Pak

2

oo ,—ax? _ _—bx? [eS)
/ eed:p:/ c d:c—/ / —ze V" dydw
0 T 0
FZUb/ / —ze Y dxdy—/ c / —dy
b 0 b 0

1. a
——ilng

Predpoklady Fubinky. Pracujeme s integralem

—/ / eV dy dz
0 b

- funkce e je zaporna spojita (a tedy méfitelna) funkce. Mnozina (0, 00) x (b, a)
je méfitelna (obdélnik). Zavér: integral mé smysl.
Analogicky projde vypocet pro 0 < a < b. V ostatnich pfipadech integral diverguje.
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2. Spoctéte miru mnoziny

(a) M={[z,y] eR?: 22 <y <z + 2}

(b) M ={[z,y,2] eR*: 0<w <1,y < 2,0 <z <ay’}
(c) M, ktera je ohrani¢ena plochami 2z 4+ 2y + 2z =6,z =0, z=0, y = 0.
6x

) 1+y2}

(d) M ={[z,y,z] eR?:0<y<1,0<z<arctany,0< z <
3. Spoctéte integral pies mnozinu

(a) /M rydA kde M je ohrani¢ena kiivkami y = —z a y = = — 2.

(b) /My d\, kde M je urcena vztahy 22 —y +2=0ax+y —4 = 0.

(c) / ¢®/Y d\, kde M je uréena vztahy z =0,y =1, y = 2 a 4% = z.
M

AN

(d) /Mz d\, kde M je uréena vztahy y = £,y =2z, y = 2, z = 3.
(e) / 1 d\, kde M je uréena vztahy x +y =4, z +y = 12 a y? = 2z.

M
) [ o+ yPddkde M = o,y € B Jol + ly] < 1)

M
(8) /M ycos(x + z)dA kde M je ohrani¢ena plochamiy = /z,y=0,2=0,z+2=F.
(h)/ da kde M ={x >0,y >0,z2>0,z+y+ 2 <1}

—_— ={x>0,y>0,2>0,z z <
ml+xz+y =Y Y

4. Sestavte (nepocitejte) dvojné integraly z funkce f(x,y) pfes mnoZiny

(a) M={x<21<y<e"} X
y=dx
(b) M={0<z<2%-z<y<a’} y==
(c) M ={2?—42+5<y<6x—3—2?} y=E
x
o _1
¥=xz
(d) M na obrazku i

Bonus

5. Spoctéte integral / x¥ d\, kde M = [0,1] x [1,2]. Zkuste zaménit pofadi integrace.
M
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6. Zménte poradi integrace

(a) /23/28_2xf(x,y)dyd:c (b) /Ol/oeyf(x,y)dxdy (c) /OOO/:f(w,y)dydx

7. Ktery z nasledujicich integralii pocita ob- y 4.2)
sah dtvaru na obrazku? y=+x

|
(A) /04/Oﬁ1dyd33 () /(Jz/;mxdy
(B) /04/02\/5dydx (D) /()2/()y21dxdy
y

8. Ktery z nasledujicich vyrazti NEpocita ob-
sah utvaru na obrazku? (-1.2) (1,2)

1 pl4a?
(A) / / 1dydz
—1 J222
1 pl4az?
(B) 2 / / 1dydz
0 J2z2

1 rv5/2 2 p—y—1 2 r/G/2
C/ / 1dxdy~|—/ / 1dxdy—|—/ / 1dady
0 J—\y/2 1 J— /2 1 Jyy=1
2 r\/G/2
D 2/ / 1dxdy
0 Jyy—1
9. Urfete mnozinu, pfes kterou integrujeme v integrélu

1,1 pl
/ / / f(z,y,2)dzdy de.

0 Jz JO

A. B. C. D.

z r 4 Z
)\J\ y k y * y
X X X X
10. Na obréazku je téleso ohrani¢ené plochami z +z =1, 2 = 0, x = 0, y = 1 a plochou
y =2 — 22, Ktery z nasledujicich integralé po¢ita jeho objem?
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1 p2—22 pl—zx
(A) // / dzdydz r4
0o Jo 0 1
1 11—z 2—z2
(B) // / dzdydz
0o J1 0
1 p2—22 pl—zx
(C) // / dzdydz
0o J1 0 1 2
1 pl-z p2—z2 X Y
(D) // / dzdydz
0 Jo 0

11. Na obrazku je stejné té&leso v rtiznych polohach. Sefadte integraly / / / x dX podle

Sk
velikosti.
z z z
z
Si | S3 S,
S;
X y x Y ox y X y
(A)11<12<13<I4 (D)Il<12<f4<f3
(B) L<=I3< 1y
(C) 12<Il<13<f4 (E)11212213:I4

Zdroj 7.-11.: http://www.cpp.edu/ conceptests/question-library /mat215.shtml

Figure 1: https://mathjokes4dmathyfolks.wordpress.com/2012/10/31 /scary-math-facts-for-halloween/

‘13s091lods 0 £394 z 0 < © ‘Q < ¢ ooeng (py)
¢ > |0| oxd [eiSejur ajalnpeypo e () < ¢ 9)OA7 PIIUYApP Z () A W] (g)
1> (14 1301 (2)
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Vybrane partie z matematiky 13

] d) M je chranicena plochami 2z +2y+2=6,2 =0,y =0,z = 0.

(2e)

N

| Rovina 2z + 2y + 2 = 6 protina soutadné osy v bodech
I o soutadnicich z = 3, y = 3, z = 6. Prumét mnoZiny
M do roviny je trojuhelnik o vrcholech (0.0), (0.3),
(3,0). Plati tedy

0<2<3
(1.y2)eM=>4{ 0<y<3 -2
022562z~ 2y

M je v tomto piipadé etyistén a jedna se o elementarni
oblast typu |z.y. 2].

0
3~x-
x o

2.6 Integraly na méritelnych mnozinach

V teto kapitole rozsiiime pojem n-rozmérneho integralu na métitelne mnoziny:

Definice 2.5 Rekneme, ze funkee f: M — R, M C R" je inlegrovatelna na mnczine M,
tj. z¢ eamistuje integral (Riemannuv) z funkce f na mnozine M, ezistuge-li inlerval [ C R®
tak, z¢ M C I a funkce f- xp je na I integrovatelna.

Pctem klademe

PR o B Y L f[f cxm) Ty, )y L day,
M 1

V nasledujicich uvahach se omezime na n = 2, 3.
Postacujict podmmnkn pro existenci integralu udava nasledujicr veta:

Véta 2.5 Je-li M C R%(R3) meritelna mnczina a [ - M — R je na M chraniccna a
- skore vsude spcjita, pak je [ na M integrovatelna.

(Ptipomeiime, e néjake tvrzem plati na mnozingé M skoro viude, jestlize plat1 Yz €
M\ A C R* a ncplati Vo € A, kde v4(A) = 0 (tj. plat1 s vyjimkou mnoziny nulove miry).)
Fubiniova véta pro vypocet integralu se da snadno rozgifit na elementarni oblasti:

Veéta 2.6 Necht

M= {(z,y) eR® a <z < bd(z) <y < h(zx)}, resp.
M={(zy2)eRa<z<bd(z)<y< hi(x), dao(z, y) < 2 < ho(x,y)}.



9. Gljem pomaoci trojndho integrdlu 61

Fogeni:

Objem budeme poéitat trojnym integrilem z jedniéky pFes oblast {2. Nej-
prve si nakreslime ”podstavn® télesa Q. 7 obrazku pak vidime, jak trojny
integral pfevést pomocei Fubiniovy véty na trojndsobny integral

Y
V(@) = [[[ld.fdydz-[(fw /T ygm“)d,f IFL/(

3T

Jﬂ ’ L, "
/ ,/ # ty')de Jdy= f L2yt dy =12 |2y"| =3
0

L = -z
_| ] r]::w--n 124%

._x2+y‘.i

nebo jinak

3 : A | 28
Vi) - [, ( / (2% + y?) dy ydz = /; (5 + 2?2 - ﬁma)‘i"’" =

3w l
2.4 ¥ By 28,5
={xiyt ¥ J b 2B
l W w _} H T

4
1 L 4 T 4
g A = e — g
3J 4 31' 811 L

Priklad 9.8:
Vypoéitcjte objem Lélesa

b
Q= {[r‘y,Z}:Osys L0 raretgy,0 <2< 13 02} ;

Fefeni:
Objem budeme podital trojuym integrilem z jednicky pfes oblast §2. Nejprve
si nakreslime "podstavu” télesa §. Z obrazku pak vidime, jak trojny integril 1
prevést pomoei Fubiniovy véty na trojnasobnv integral
y=1tgr
arctgy wg K
| V(EI)—f[/lzbdydz_‘[ (/ / 1dz) dz) dy = i

Hr!
L&
4

1 aret 1 i = 17 :
1 8y arctg? y T 2 t? o
= - ; 6 dy — 3 —dy — 3 1 it =3{— =
A(i-i--y‘ [, ” I fu Try? ¥ A 1+y2 i 3], 64°
———

f%gl? 1n trw -3 M‘I.“:tgn ¥

pouZili jsme substituci ¢ == arctgy, pak dt = 1—;';; dy tedy dy = (1 +32)dt, 0 0Oal z.
Opét Ize volit jiné pofadi integrace

Vi) - [%(

410

]

1=

3 g
Zma? _2gd| = L ;
1 0 64"

1 . =
6x El T
s dy) da — 6 t m 6a(— — v)dr =
/ ey y ) da ﬁ x [arc gy ta: /{: q(d z)dr

wigx
nebot () 1ze charakterizovat také nerovnostmi 0 < = < % Fatgr<y<l

—

Ptiklad 9.9:
Vypotitejte objem télesa

. 6
Z {Ia:-.y.zj;lSy£2.0£:nélny.05 z< ‘Ef} g
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I
|
1
|
|
i
|
i
{
.f'
r
f
| Obr. 1
( Jo X Regdeni: M je ohranidens p¥imkou y = —z a parabolou y = x — 22 (Obr. 1).
(X )
Soufadnice priise¢ikii obou kiivek ziskdme FeSenim soustavy dvou rovnic
y = =&,
¥ = ez,
Resenim této soustavy zjistime, 7e krivky se protnou v bodech (0.0) a (2, -2).
Funkce f(z.y) = zy je na M spojité a je ziejmé, Ze pro libovolné = ¢ (0,2) je
—z <y <z — z% UZitim Fubiniovy véty pak dostavame
if 2 g 2 I pr——
; f:::yd/i = / / rsydydr = ] 51;;2] dz =
j 2
1 ; 16
5 -/(:{:{::: = wz)z - 153)(1::: = ——,
2 15
0

Priklad 1.9. Vypocitejme dvojny integril

2
f%d;ﬁ,

M
a4z =3

B =

kde M je mnoZina chraniéend krivkamiy =z, y =
Reseni: Mnozina M Jje ¢ast roviny ohraniend pfimkami y =z, # = 3 a hyper-
bolou  — 1 (Obr. 2).

T
Vysetfenim priisecikit kfivek. které tvofi hranici mnoziny a také z obrizku je
atejmé, 7e pro viechny body (z,y) mnoZiny je 2 € (1. 3) a i < y < z. Protoge



L5
L o=

)

Dvojny integral - fedené piiklady 34

Obrazek 13: Q:2?+y*—-1<0,z+y—-120

Zvolime-li typ (y,x), pak @ = {|z,y;;0 <y <L, 1-y<z < V1 v2}. V tomto pfipadg vede vypocet
na jednodusi integral.

1 v 1-y? f1—y3
[ zy*dzdy = [ ( f Iyzdx) dy = 11'[%3292] iz = }(y“ —y4)dy = 55-
f 0 1-y 0 1-y 0

84. P¥iklad Spoltéte [f y dzdy, kde 2 je urfena vztahy 2—y+2=0z+y—4=0
0
Tlefeni Integrani obor §2 je ohraniden pfimkou a parabolou. Viz Obrézek 14. Popilime obor Q1 jako
oblast typu (z,y). Krajni meze z-ové soufadnice oblasti ziskAme jako z-ové soufadnice prisecikl pfimky
a paraboly. Redfme 22 + 2 = 4 — . Odtud 224z —-2=0az;=—2,03=1.Plati Q= {[z,y}; 2<2 <
<1,z?2+2<y<4-z}

Obrézek 14: N:z?—y+2=0s+y—-4=0

Judsay= | ([hvav)do= [ [W] de= [ 3 (-2 - @ +2)do = ¥
ny -'J’__z 2242 ¥ 0¥ = 2Y7| a0 “’—_22 X =%

85. Pfiklad Spottéte [f zy dzdy, kde Q2 je uréena vztahy ay = 1,2z + 2y —5=0.
Q

ReSeni  IntegraZni obor € je ohraniten pfimkou a hyperbolou. Viz Obrézek 15. Popisme obor Q0
jako oblast typu (z,y). Krajni meze z-ové soufadnice oblasti ziskime jako xz-ové soufadnice priise-
&k pfimky a hyperboly. Refime z (3 ~z) = 1. Odtud 22? -5z +2 =0a x; = 1, z2 = 2. Platf
Q= {zyhi<z< <2,1<y<§-s}

2 (47 7 2} 37 LT (8 1 165

.g:::yd:cdyzfi [ zydy dz={[%:cy ]1. dz = 5{(.’:(5 —z)-1)dzr = {i§ —In2.

% 3
86. Priklad Spoététe [[ e¥ dzdy, kde 2 je uréena vataby = = 0,y = 1,y = 2,y” = =.
1]

Refeni Integranf obor Q je ohraniden pifmkou a parabolou. Viz Obrézek 16. PopiSme obor (]
jako oblast typu (y,z). Plati Q = {[z,y};1 <y <2,0<y <y?}.

RNDr. Jifi Klaska, Dr. UM FSI v Brng, 7. 3. 2006
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THT 28 7

Obrézek 15: Q:zy=12z+2y—-5=0

—t
ot
L]

Obrizek 16: Q:z=0,y=ly=21y’==z

[2]
m
g
[=N
L~
It
i—t
A
o=
(1]
(3.1
&

.

87. Pfiklad Spoététe [f 5’5 dady, kde Q je urcena vatahy 1 <z <y < 3.
143

o z _ 1,27 = 3
)dy={[ye-]0 dy:lf(ye”—y)dy—[yeu—e"—gy ]1—e2—§.

Refeni  Integratni obor € je ohraniSen tfemi pifmkami. Viz Obrézek 17. PopiSme obor  jako

oblast obou typd. Pro typ (z,y) plati @ = {[z,y}j1 <2 <3,z <y < 3} a pro
= {lz,y};1 <y <3,1 <z < y}. Vypodet provedeme pro oba typy.
n
3

typ (v, z) plati 2 =

2
88. Priklad Spoltéte ff :—2 dzdy, kde 0 je urdena vztahy z = 2,y =z, 2y = 1.
1]

Redeni  Integraini obor  je ohranifen dvéma pfimkami a hyperbolou
obor 2 jako oblast typu (z,y). Plati @ = {[r,y;1 <2< 2,; <y <z}

I £ dzdy = f(fg;dy)da: = f[-s}]idx s 1} (3 - z)dz = [%:c‘ » -;-:.-2]

. Viz Obrazek 18. PopiSme

2
'y
1 4

RNDr. Ji¥f Klaska, Dr.

UM FSI v Brng, 7. 3. 2006



1.1 Vypocet dvojného integralu bez transformace

Piiklad 8: Vypoditejte integral [ [, £dxdy, kde mnozina D je omezena rovinna
oblast ohrani¢end kfivkami: y = %, y =2z, y = f, = %

Reseni: Integra¢ni obor D je ohraniéen tfemi pfimkami a jednou vétvi hyperboly -
viz Obrazek 1.6. Je zfejmé, ze obor D neni oblast prvniho ani druhého druhu. Lze
jej ale rozdélit na dvé oblasti prvniho druhu Dy a D, tak, ze D; U Dy = D. Funkce
f(z,y) = £ je na D spojita a ohrani¢ena. Dvojny integral existuje. Pfevedeme jej na
soucet dvou integralii. Dostaneme:

}I

=2/x
s y=2x

o y=x/2

g 1712 1 4 x

Obrazek 1.6;: D : yz%,y:2‘,y:%,$=%

]. 2r
//gd:f;dy = / fgdy da:+f /Edy dx=f—[y2}i dz
i & & 2z 3

D 1
2

B

Piiklad 1.1.1: Pfevedte [ [, 1dzdy na dvojnasobny (pokud to lze) nebo na soucet
dvojnéasobnych integrali. Mnozina D je omezena oblast v roviné ohraniéena kfivkami
nebo uréend nerovnicemi.

L. Dig= ) =% 4=2 9. D: y<22,y<-2z+2,y>0
2.D: y=5,y=3z,y=3z 10. D: y>22, y<—2+2,2>0
3. D: z+y=1,y=x,y=3z 11. D: y< 2z, ¢y’ <z

4 Drgp=1 =2, 9~5=5,y=38 12. D: y<gz, y>a?

5. D:z<y y<l x>0 13.D:&":=1,3:=2,y::1‘.,?:%
6.0 |gl <y, y=<2 4. D: y=0,y=1, z = /7,
7.D: y=2°+1,y=2-1,0<z<1 r=3-—2y

8.0 w=nilgegl 15. B =04 =1 4= &
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Obrazek 18: Q:z=2,y=s,2y=1

89. Pfiklad Spottéte [[ drdy, kde 0 je uréena vztahy 1 +y = 4,2 +y = 12,92 = 2z.
n

(€ \ﬂ Refeni  Integraéni obor 0 je ohraniéen dvéma pfimkami a parabolou. Viz Obrazek 19. Je zfejmé, Ze
obor 2 je nutné rozdélit na dvé éasti Q2 a 0 tak, Ze 2 = Q;U,. Oblasti 4, Q2 popiZeme jako oblasti typu
(z,y). Plati @ = {[z,y};0 <z < 8,4~z <y<V2r}a = {[z,9;8 <z <18, -2z <y<12-z}

Obrazek 19: Q:z+y=4,z2+y=12,y° =2z

8 (Vi 18 12—z 8 1
jfdxdy={lfdzdy+ﬂdxdy=f(f cly)dz+sf(}gdy)dr:f{y/ﬂ+r—4]dx+f(ﬂ~
5} i A 2 \4-z - 2 3

—r+12)dr = B + 132 = 62.

90. Priklad Spottéte [f siny? dzdy, kde Q je uréena body A = [0,0), B = [9,3],C = [1,3].
n

Refeni  Integra&ni obor 2 je ohrani¢en pfimkami. Viz Obrazek 20. Obor §2 popiSeme jako oblast
typu (y,z). Plati @ = {[z,y};0 < y < 3, }y <z < 3y}. Volba typu (z,y) vede k rozd&leni oblasti na dv&
tsti a navic k integlu [ siny? dy. Tento integral nelze vyFedit nad mnoZinou elementérnich funkci.

Obrézek 20: Q:A=[0,0],B =[9,3],C = [1,3]

3 [ 3y 3 3y 3 t=y’
f cosy*dzdy = [ | [ cosy?dz :iz;r:_f[.'r:t::oay2 dv=§f2!!0°6y3dy=l 0-0,3—9 |=
o \¥ ) ¥ ? TEeE

=

RNDr. Jifi Kladka, Dr. UM FSI v Brng, 7. 3. 2006
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v of= e
q fo—f 2 3 4
: X
-4
.
Obr. 3

1 Ty+2
Exay] dy =

/xzy dd =

M

o B
[ %k“‘ﬁ
q
[ =]
«
=
B
o
=
il
\

Priklad 1.11. Vypocitejme dvcing integrdl

[ +y2)aa
M
kde M je mnoZina chranicend kiivkcu |z| + |y |= 1.

Reseni: Hranitni kiivkou mnoziny M je lomena &ara, s vrcholy v bodech (1,0),

(0.1). (~1,0) a (0,~1), (Obr. 4). Funkee f(z.y) = 2® + y? je na mno#nd M

spojita a nezdporna. Z definice dvojného integrélu [ f(z,y)dA vime, Ze jeho geo-
M

metrickym vyznamem (za piedpokladu, 7e funkce f Je na M spojitd a nezdaporna)
je objem vélcového télesa (Obr. 5)

Q={(z.y.2) e R’ (z.y) e MAOL 2 < f(z.y)) .
Téleso, jehoZ objem méme poéitat (Gdst hranolu JehoZ osa je rovnobézna s osou

z), je symetrické podle rovin # — 0 a y = 0. Stad tedy pocitat pouze pfes Gast
mnoziny M lezici v 1. kvadrantu. Vysledny integral bude &tyFndsobkem takto
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v [}
- g B ¢
) varas 2 75
ST ATV AV YL,
.y 1S ,‘q"‘r@.; f’ﬂfr" ;

"‘- ; AR
B
_l\ !\-l'l -" i
b, U, 3 l
1/ y
Obr. 5
11z 2 37 y=1-=
4//(z2+yz)dydx=4] yz® + %} dz =
y=A
0 0 0
i
| 1—z)* 2
| = 3 —x) -+ ( BT, e
| 4/(.c(l z) 3 )(l.z, 3
; 0
Piiklad 1.12. Vypoéitejle dusing integrdl
f{2n: 4 y)dA,
M
kde M = {(z,y) e R?: 2> 0Ny > 0Az+y < 3}. Vysledek: 27/2
Priklad 1.13. Vypoéitejte dvoing integrdl
/ \/5*33»' - y2 dA:
M
kde M = {(z.y) eR*: 0Ky < 1Ay <z < 10y}, Vysledek: 6
Priklad 1.14. Vypocitejte dvojnyj integral
Y
———dA,
_/ 2 4y2
M

kde M je uzaviend mnozina ohraniéend krivkami Yy =2r ay =2z
Viysledek: 1n(5/4)
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B

c) fffycm{z~f--;n)t'];f:(1y(lz, kde M je chranicena plochamiy = /o,y =0, 2 =0, z4+2 = 5
M

, Mnozina M je shora ohranigena rovinou z + z =
"z dale soutadnymi rovinami a parabolickou valeovou plo-
' chon y = /. Pramét do soutadne roviny zy je shora
ohranic¢en grafem funkee y = /7, dale osou z a piimkou
x = 3. Proto plati

/][ yeos(z + x)drdydz =
9

2

| X Ny A
i b :/ / / yeos(z +z)dz | dy | dz =
' 0 0 0

o w3

T2

IO 1 Pt —

i i - zmf—p 2 vE :
e / (/ lysin(z +2)]..2 " dy | dz —~/ / y(1 = sinz)dy | dz =
‘ Jo \Jo o \Jo
% 1[5 (i ~sind 1|z? & R
= - z(l —sinz)dr = - | = + 2cosz —sing| = — — —
| 3 ), v sing)dr = g | — +@coss L2
Cviceni

V nasledujicich pitkladech vypotitejte zadane integraly

Piiklad 8 [ dxdy, kde B je mnozna ohranicena prunkamiz = 3, x =5, 3z—2y+4 = (),

)
372y +1=0. [3]
Priklad 9 [f(2z + 3y 4 )dady, kde B je mnczina ohranicena parabolou y* = 2z a jej
B
tetiou jdouar body A = (2.-2), B = (8.4). [187%]

Priklad 10 [[dzdy, B = {(2.y) € R?*: y > 2% y < 4~ 32} -
. 15 V2]

Piiklad 11 [ zy?dzdy, kde B je mnozina chranicena parabclou y? = 2px a promkou
B

5

r=E [P_I

Priklad 12 [[f zydrdydz, kde B je mnozina chranicena plochami z =zy, t+y=1q
B

z=0. 765
Piiklad 13 [f[ dedydz, kde B jc mnozina chraniccna plechami z = zy, y= \/z

B
arcvinamiz +y=2,y=0, z = (. |§]

Priklad 14 fj[ dzdydz, kde B je mnozina ohranicena plochami = — 1-42? -2 a2z =0,
i !%]

Priklad 15 [f[ 2yz dzdydz, kde B je mnozina chranicena plochamiz =1,y ==z, 2 =y
B

a scuradnymi revinami. ]%]
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kde W = (=1,1) x {-2,0) x (0,1). Visledek: (e* —5)(e?

|
|

26 ZDENEK SIBRAVA

Piiklad 1.91. Vypoéitejte trojny integrdl
[a:zz et dy.
W
_1)(e—1)/(2¢)

Priklad 1.92. Vypodcitejme trojny integral

/;dv
l+uedy
W

ke W = {{z.y.2) eR*:220Ay>0n2z>0Az+y+2< 1)

Redeni: Mnozina W je étyfstén s vrcholy (0.0,0), (1.0,0). (0,1,0) a (0.0,1).
Jeho primétem do roviny zy je trojihelnik M (Obr. 16) s vrcholy (0.0), (1.0) a
(0.1). Ziejmé V(z.y) € M je 0 < 2 < 1 — z — y. Pomoci Fubiniovy véty miZeme
tedy dany trojny integrél pievést na dvojny z jednoduchého

l—z—y

/__.,:.,.1_...- (lv = ( / 1 e dz dA
lvxty lixity
M

4]

ZapiSeme-Ii mnozZinu M ve tvaru
M={(ry)eR:0<z< INOLy<1-2a},

milZzeme pouZitim Fubiniovy véty pro dvojny integral na§ trojny integrél pievést

na trojnasobny integril. Potom

1—x l—2—y
_/1+‘r+y [f f Trery tzdyds =

11— 1 1—=

z=l-r—y D
//I (1?,'(1.’1?2][1———5—-—2{13}(1:3;
14+849] .5 l+z+y

00 00

I
f[2ln(1 zt+y) -y, T dx */(2][12 2ln(z + 1) t - 1)dz =

0
3
= 5—‘21112.

PFi vypoctu trojného integrialu miiZeme postupovat také napi. takto:

Pro libovolné 2 € (0,1) lezf vidy bod (z,) v trojihelniku, jehoZ kolmy priimét
do roviny zy (= = 0) je trojithelnik M, s vrcholy (0,0), (1-2,0), (0,1— z) (Obr. 17).
Podle Fubiniovy véty miizeme tedy trojny integral prevést na jednoduchy a dvojny,

t.
|
/ /(f dA | dz.
1+T+J 1+z+y
f]

M
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Cast II
Integralni podet funkci vice proménnych

9 Dvojny integral - Fubiniho véta

81. Priklad Spoitite [J z¥ dzdy, kde @ = (0,1) x (1,2).
1

Re¥eni  Integra¥ni obor Q je &tverec, tj. dvojrozmérny interval (0,1) x (1,2). Viz Obrézek 11.
Aplikujeme Fubiniho vétu. Oblast 2 budeme uvaZovat jako oblast typu (y,z).

o =

\/ﬂ

AN

e e -
1 T

Obrézek 1: Q= (0,1) x (1,2)

21 B 2 2
[[ =¥dzdy = [([ avaz)dy = [[27] dy=] Fydy = [mly+1]] =m3-m2=1n3.
i} 10 i Lvtlo i 1

V ptipadé, Ze oblast Q budeme chépat jako oblast typu (z,y), narazime pfi vypoltu na integral

' 4-=%dz, ktery nelze vyfesit v mnoZiné elementérnich funkef.
82. P¥iklad Spoététe [f z2ye®™ dzdy, kde Q2 = (0,1) x (0,2).
]

Refieni  Integraéni obor 1 je obdélnik (0,1} x (0,2). Postupujeme analogicky jako v pfedchozim
ptikladu, Aplikujeme Fubiniho vétu. Oblast { budeme uvaZovat jako oblast typu (z,y).

¥

2

Obrézek 12: = (0,1) x (0,2)

u=2z%, ul,=2°
! = gV = lazy
v, =€, v ce*

1 1 2 2
I 2*ye™¥dzdy = [ ( f; rzye“’dy) dz = =/ ([W"‘] -z f exydb') dz =
0 0 0 o o
1

2 1 1 1 1
= [[@ay~1)e*¥] dz = [(2z — 1)e** +1du = [200* dz + [e* dz + [ dz = [a:e" — e -m] =2
0 0 0 0 0 0 0

'8. P¥iklad Spottéte [[ zy? dady, kde  je uréena vztahy 22 +y* -1 <0,z +y—12>0.
Q

Reseni Integraéni obor §2 je ohraniden pfimkou a kruZnici. Viz Obrézek 13. Oblast £ je typu
(z,y) i (y,z). Zvolme typ (z,y). Plati R = {[z,y);0 <z £ L, 1-z <y < V1~— z2}. K vipoltu pouijeme
Fubiniho vétu.

1 V127 1 iy 1
JJ zy*dady = [ ( I zyzdy) dz = f[%xys]‘ dz = [% ( 1-z7¥-(1- z)s) dz = .
Q 0 0 -z 0

1-z

RNDr, Jit{ Klaska, Dr. UM FSI v Brng, 7. 3. 2006
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