9. cvicen{ — Fubiniho véta
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Teorie

Véta 1 (Fubiniova). Necht (X,S,u) a (Y, T,v) jsou prostory s mirou. Necht miry p a v jsou
uplné a o-koneéné. Bud (R, p) soucin mér p a v a (R,p) jejich iplng soucin. Necht f je
p-méritelnd funkce na p-mévitelné mnozine M C X xX Y. Predpoklddejme, Ze integrdl

/fmw@@m
M

md smysl. Potom pro p-skoro vSechna x md smysl integrdl

@)= [ ) any)

/gdu
X

| t@aise) = [ gau= [ ([ reni) )

Poznamka 2. Specidlné lze Fubiniho vétu pouzit, jestlize

funkce g md integrdl

e M je oteviena (nebo uzaviend) a f je spojitad a nezaporna (nekladné) na M.
e M je oteviena (nebo uzaviend) a omezena a f je spojitd a omezena na M.

e M je oteviena (nebo uzaviend) a f ma na M integrovatelnou majorantu.

Priklady
1. Spoctéte

(a) /oo M & (d) /oo arctan 2% — arctan x? da
0 7 0 rlnx
° In(1 + a222) — In(1 + b2 Lab— a9

(b)/ n(+aaz)2n(+ x)dx (e)/x z* 1
0 T 0 ln.%‘
71 _ —ax? oo ,—ax? _ _—bx?

© [ e
0 :L,ex 0 X

2. Spoc¢téte miru mnoziny

(a) M ={lz,y] eR?:2® <y <z +2}
(b) M:{[:c,y,z]eRB:Ogmgl,\mSx,nggng}
(¢) M, ktera je ohrani¢ena plochami 2z +2y+2z=6,2=0,2=0, y =0.
6x
) }

(d) M ={[z,y,2] eR*:0<y<1,0 <z <arctany,0 < z < i
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3. Spoctéte integral pies mnozinu
(a) /M zydA kde M je ohranicena kiivkami y = —z a y = v — 22.
(b) /My d), kde M je uréena vztahy 2 —y +2=0ax+y —4=0.
(c) /M e®Y A\, kde M je uréena vztahy z = 0, y=1y=2ay?=u.

(d) /M ¥ dA, kde M je uréena vztahy y = %, y=2x, y= 2

xTr =
T

1

5-

(e) / 1 d), kde M je uréena vztahy z +y =4, z +y = 12 a 3% = 2z.
M

) [ o+ g kde M = o,y € B Jol + ly] < 1)
M

(2) / ycos(z+ z)dA kde M je ohranicena plochamiy = /z,y=0,2=0,z+2z=7%
M

5.
dA

(h) mkdeM:{xEO,yZO,ZEO,IervLZS1}
M

4. Sestavte (nepocitejte) dvojné integraly z funkce f(z,y) pfes mnoziny

(a) M ={z<2;1<y<e”} +

y=dz

b) M={0<2<2-2<y<2?} y=2x
(¢) M ={2? -4z +5<y<6x—3— 2%} y=E
x

o _1

¥=z
(d) M na obrazku i

Bonus

5. Spoctéte integrél /

x¥ d\, kde M =[0,1] x [1,2]. Zkuste zaménit pofadi integrace.
M
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6. Zménte poradi integrace

W [ [ renwe o [ [ epay© [ [ e

7. Ktery z néasledujicich integralti pocita ob- y 42)
sah dtvaru na obrazku? y=vx

(A) /04/Oﬁ1dydm (©) /02/;1(1;,;@
(B) /04/02\/5dydx (D) /02/0y21d:cdy

8. Ktery z nasledujicich vyrazti NEpocita ob- y
sah utvaru na obrazku? (-1.2) (1.2)
y= 1+X2

1 pl4a?

(A) / / 1dydz
—1J9222 y= 2x2
1 plda? X

(B) 2 / / 1dydzx

0 J2z2

1 V0/2 2 p—yy—1 2 VT/2
C// 1dxdy+// 1dxdy+// 1dzdy
0 J—ym/2 1 J-ym/2 1 Jyy—1
2 /2
D 2/ / ldzdy
0 Vy—1

9. Urcete mnozinu, pres kterou integrujeme v integralu

[ ][ e aaae
5. C.
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10. Na obréazku je téleso ohrani¢ené plochami x +z =1, 2 =0, x = 0, y = 1 a plochou
y = 2 — 22, Ktery z nasledujicich integrald pocita jeho objem?

1 p2—2? pl—x
(A) // / dzdydz z
0o Jo 0
1 pl—z p2—22
(B) // / dzdydz
o J1 0
1 p2—22 pl—z
(C) // / dzdydz
o J1 0 1 2
1 11—z 2—z2 x y
(D) // / dzdydx
0o Jo 0

11. Na obrazku je stejné téleso v riznych polohach. Sefadte integraly / / / x dA podle

Sk
velikosti.
z z z
F 4
S1 1 83 84
S,
X y x Y ox y X y
(A)Il<12<13<f4 (D)11<I2<I4<13
(B) Lh<h=1I3<1y
(C) Lh<h<lIz<liy (E)11212213:I4

Zdroj 7.-11.: http://www.cpp.edu/ conceptests/question-library /mat215.shtml

Figure 1: https://mathjokesdmathyfolks.wordpress.com/2012/10/31/scary-math-facts-for-halloween/
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