8. cviceni — Derivace integralu zavislého na parametru
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Limita
[o.¢]
1. Urcete lim F(a), kde F(a) = / e “dx, a € (0,00).
Reseni: Uvazujme posloupnost {a,}, kde oy, — 00, ay, € (0,00), a, # 00 pro viechna

n € N.

Pokud ukazeme, Ze lim,, o F'(a,) = A pro kazdou takovou posloupnost «;,, tak uz pak
z Heineho véty bude lim,— o F(a) = A.

Limitu spo¢teme pomoci Lebesgueovy véty pro limitu posloupnosti a integral.
e Bodova limita: Zafixujeme z € (0,00). Pak

lim e "% = 0.
n—oo

Tedy f(z) =0 na (0, 00).

e Lebesgue. Uvazujme interval T = [§,00). ProtoZe a, — oo, tak mizeme BUNO
predpokladat, Zze o, € T.
Polozme g(x) = e7%%. Pak g € L'(X) a plati

‘e—anm’ < 6—6m

o Zavér: ~ -
lim F(a,) = lim e rdr = / 0=0.

7 Heineho pak plyne, Ze i

lim = 0.
a— 00

T In(1 i
2. Urcete 11I61+ F(a), kde F(a) = / In(l + asinz) dz, a € (0,00).
a—r

0 T
Reseni: Uvazujme posloupnost {a,,}, kde a,, — 04, ay, € (0,00), v, # 0 pro vSechna
n € N.

Pokud ukézeme, Ze lim,, o F'(a,) = A pro kazdou takovou posloupnost a,, tak uz pak
z Heineho véty bude lim, o F(a) = A.

Limitu spo¢teme pomoci Lebesgueovy véty pro limitu posloupnosti a integral.
e Bodova limita: Zafixujeme = € (0, 7). Pak

lim In(1 4+ a, sinz) _o
n—oo €T

Tedy f(x) =0 na (0, 7).
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e Lebesgue. Uvazujme interval 7' = (0,1). ProtoZe oy, — 0+, tak mizeme BUNO
predpokladat, ze o, € T
Polozme g(x) = 1. Pak g € L'(X) a plati

In(1 + o, sinx) < op Sinx ca<i1
T x
e ZAvér: " (1 ] .
lim Flay) = lim / n(1+ oy sinx) :/ 0=0
n—oo n—oo J €T 0
7 Heineho pak plyne, Ze i
lim =0.
a—r00
L
3. UrCete lim F(a) a lim F(«), kde F(a) = / ———dz, a € (—00,0) U (0, 00).
a—00 a—0 0 2 + a2

Reseni: Prve limita v oo:
UvaZzujme posloupnost {ay,}, kde a;, — 00, i € (0, 00), o, # 00 pro vSechna n € N,

Pokud ukézeme, Ze lim,, o F'(a,) = A pro kazdou takovou posloupnost a,, tak uz pak
z Heineho véty bude lim,— 0 F(a) = A.

Limitu spo¢teme pomoci Lebesgueovy véty pro limitu posloupnosti a integral.

e Bodova limita: Zafixujeme z € (0,1). Pak

. 1
W vl
Tedy f(x) =0 na (0,1).
e Lebesgue. Uvazujme interval T' = [1,00). ProtoZe a;, — oo, tak mizeme BUNO
predpokladat, ze o, € T
Polozme g(z) = 1. Pak g € L'(X) a plati

<1

1
‘ N

o ZAver:

lim F(a,) = lim lim

1 1
1
n—00 nﬁoon%oo/o‘ /x2—|—a% d$:/0 0=0.

7 Heineho pak plyne, Ze i

lim =0.
a—r 00

Limita v 0: Mame odtud: https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ hencl/cvicenitmi.
pdf.

Vyfesime pomoci odhadi. Zvolme § > 0. Pak pro |a| < 6 mame

/1 ! d>/1 ! d>/1 ! d>/11d " logs
——dx ———dz ——dz —dr = ——
0 VrZ+aZz T Jo Vat+462 T z2+02 212 V2 &
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Navic plati limg_, o4 —% log d = oo.

Tedy dohromady

lim F(a) = oo
a—0
Derivace
4. Spoctéte
(a)
% | _ g—aa?
Fe)= [ o5 dr ae(-Lw)
0 re®r

~ —()15132
ReSeni: Uvazujeme a € [ = (—1,00), z € X = (0,00), f(z,) = %

e Pro viechna a € I je f(x,a) spojita (jako funkce z na X) a tedy méfitelna.

e Pro vSechna x € X a a € I existuje vlastni

6f(1‘, a) _ l‘e_xQ(a—H)

Oa

e Volme ag = 0. Pak F(0) = [;70 =0 < oc.
e Uvazujme o € I = (p,), 0 > p > —1. Pak existuje majoranta g(z) =
ze~@ (D) tak, 7e Vo € X je

‘ 8f($, Oé) xz(erl)'

Ja

< ze

.2
— ‘xe x (a+1)’

Navic fooog(a:) < oo (u 0 je g spojita, u co srovname s e *

upocitat).

nebo lze primo

e Podminky véty o derivaci podle parametru jsou tedy splnény na intervalu
(p,00) a miZeme derivovat

o0 oo —z2(a+1)
F/(Oé) — / 8f(x7 Oé) dx — / xe—$2(a+1) dx _ [ e
0 0

(0}

Odtud .
F(a) = 5 log(a+1) +c.

Protoze F'(0) = 0, dopo¢teme

1
Ozilogl—kc
0=c¢
Celkem

Fla) = %log(a—i- ).
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© 1 _pmax

F(a):/o ——dz a € (—1,00)

xre®

1767(11
xre®

Reseni: Uvazujeme o € [ = (—1,00), z € X = (0,00), f(z,a) =
e Pro viechna a € I je f(x, ) spojita (jako funkce z na X) a tedy méfitelna.

e Pro vSechna x € X a a € I existuje vlastni

8f(as, a) — ef(aJrl)z

Oa

e Volme ag = 0. Pak F(0) = [;°0 =0 < oo.
e Uvazujme o € I = (p,), 0 > p > —1. Pak existuje majoranta g(z) =
et tak, ze Vo € X je
‘af (z, )

gI\r, ) fx(a+1>’< —a(p+1)
Oa ’e =€ '

Navic [;“g(z) < oo (lze pfimo upoditat).
e Podminky véty o derivaci podle parametru jsou tedy splnény na intervalu
(p, 00) a muZeme derivovat

) 0o —z(a+1) o
R S i)
0 & 0 —(a+1)| ~ (a+1)
Odtud
F(a) =log(a+1) +c.
Protoze F'(0) = 0, dopo¢teme
0=logl+c
0=c
Celkem
F(a) =log(a+1).
(c)
oo —azx? _ —Bx?
e e
Faf) = [ S ds (a=p)v(as>0)
0

Reseni: Pro o, 8 € R, a = 8 je ziejmé F(a,a) = 0.
Déle tedy fixujme 5 > 0 a uvazujme a € I = (0,00), z € X = (0,00), f(z,a,0) =

2 2
e—Qz _6731

x
e Pro vSechna a € I je f(x,a, 8) spojita (jako funkce = na X) a tedy méfitelna.
e Pro vSechna x € X a a € I existuje vlastni

of (z,a, p) —aa?

= —xe
Ja

e Volme ag = 8. Pak F(8,53) = [;°0=0 < co.
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e Uvazujme a € I = (p,0), B > p > 0. Pak existuje majoranta g(z) = ze~ TP

tak, ze Vo € X je

2
<ze P,

’ of (z,a, B)
da

2
’—‘—me o

Navic [;“g(z) < oo (lze pFimo upoditat).
e Podminky véty o derivaci podle parametru jsou tedy splnény na intervalu
(p,00) a muZzeme derivovat

OF (o, 8) _ /°° e g — [ew a] 1
0

Oa

Odtud

Protoze F(5,3) = 0, dopoc¢teme

0= —%log,@ + ¢(B)
5 108 = c(9)

Celkem

F(a,ﬁ)—/ooowdx (a=B)V(a, 8 >0)

Reseni: Pro o, 8 € R, a = f je zfejmé F(a,a) = 0.
Dale tedy fixujme 8 > 0 a uvazujme a € I = (0,00), z € X = (0,00), f(z,, ) =

efa:cz _67B7;2
x2
e Pro viechna a € I je f(z,a, B) spojita (jako funkce x na X) a tedy méfitelna.

e Pro vSechna x € X a a € I existuje vlastni
Of @.0,8) _ a2
Oa )
e Volme ap = 3. Pak F(8,53) = [;70 =0 < oco.
2

e Uvazujme a € I = (p,0), 8 > p > 0. Pak existuje majoranta g(z) = e =P
tak, ze Vo € X je

<e TP,

of(x,a,B)| a?
’804’ = |-

Navic [, g(z) < oo (u 0 spojité, u co SK s e 7).
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e Podminky véty o derivaci podle parametru jsou tedy splnény na intervalu
(p,00) a muZeme derivovat

GFMﬁ)_/W_gmam_ 1 [x
Oo 0

2V «

Odtud
F(a’IB) =—vra+ C(B)
Protoze F(j3,3) = 0, dopo¢teme

0= —+/7B +c(B)
V7B = c(B)

Celkem
F(a,8) = VaB—vra  >0,a>0.

e Chybi jesté situace 5 > 0, a > 0 a situace >0, a > 0.
UkéZeme ze spojitosti.
Nejprve fixujme 8 > 0. Chceme ukazat spojitost funkce F(«, 8) v 0 zprava
(jako funkce «).
Ovérime vétu o spojitosti dle parametru: , ,
Uvazujeme ae € T = [0,1], z € X = (0,00), f(z,, ) = %.
— zafixujeme o € T'. Pak funkce f(x, a, ) je spojita (jako funkce x) na celém
X a tedy je méritelna.
— zafixujeme x € X. Pak funkce f(z,a, ) je spojita (jako funkce «) na
celém T

— poloZzme

Pak g € LY(X) a

Tedy funkce je spojité zprava v bodé 0 a odtud

F(0.5) = lim /78— Vra = /f.

a—0+

Situaci a > 0 a 8 > 0 vyfesime ze symetrie funkce f(z,, 3).

(e)
F(oz):/O idx a € [—1,00)

2
x2e®

17670‘12
2

Reseni: Uvazujeme a € [ = (—1,00), z € X = (0,00), f(z,a) =

r2e”

e Pro viechna a € I je f(x,a) spojita (jako funkce z na X) a tedy méfitelna.
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e Pro vSechna ¢ € X a « € I existuje vlastni

8f(.1‘,06) _ e—:cz(a+1)

Oa
e Volme ag = 0. Pak F(0) = [;70 =0 < oc.

e Uvazujme a« € I = (p,0), 0 > p > —1. Pak existuje majoranta g(z) =
e~ @ (P+D) tak, 7e Vo € X je

of(x, )

. _ ‘6—$2(a+1)‘ < T,
(6

Navic [ g(z) < oo (u 0 je g spojitd, u co srovname s e~ =D
e Podminky véty o derivaci podle parametru jsou tedy splnény na intervalu
(p,00) a muZeme derivovat

©of(x, ) gy 1 T
/ _ _ z?(a+1) _ -
F(Oz)/0 e dx/o e dxf2 P

Odtud
F(a)=vmVa+1+ec.

Protoze F'(0) = 0, dopo¢teme

0=rV0ti+e
—Vr=c
Celkem
Fla) = Vm(vVa+1-1), a> -1
e Zbyva upoditat, ze F(—1) = —y/m. K tomu stadi ukazat spojitost funkce F'(«)
v —1 zprava. Ovéfime vétu o spojitosti dle parametru:
Uvazujeme ae € T = [-1,0], z € X = (0,00), f(x,a) = o
— zafixujeme o € T. Pak funkce f(z,a) je spojita (jako funkce x) na celém
X a tedy je méritelné.

l—e’o‘xz
2

— zafixujeme x € X. Pak funkce f(z,«) je spojita (jako funkce a) na celém
T.

1,2
— polozme g(z) = Z%;?l' Pak g € L'(X) a plati
1—e oo’ e — 1
r2er” z2ez”

Tedy funkce je spojité zprava v bodé —1 a odtud

F(-1)= lim Va(Vat+l-1)=-Vr

T

F(a,8) = /0 arctanar Z e BT 4, (g = B) v (a, 8> 0) V (a, B < 0)

Reseni: Pro a, 8 € R, a = 3 je zfejmé F(a,a) = 0.
Dale tedy fixujme 8 > 0 a uvazujme a € I = (0,00), z € X = (0,00), f(z,q, ) =

arctan ax—arctan Sz
o .
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e Pro viechna a € I je f(z,a, B) spojita (jako funkce x na X) a tedy méfitelna.
e Pro vSechna =z € X a « € [ existuje vlastni

of(x,a, p) 1

Oa 14 a22?

e Volme ap = 8. Pak F(8,53) = [;70 =0 < oco.
e Uvazujme o € I = (p,00), B > p > 0. Pak existuje majoranta g(z) =
tak, ze Vo € X je

1
1+p2$2

‘af(x,a,ﬁ)‘ 1 1

= <
oo 1+ o222 = 1+ p2a?

Navic [;“g(z) < oo (lze pFimo upoditat).

e Podminky véty o derivaci podle parametru jsou tedy splnény na intervalu
(p,00) a muZeme derivovat

OF (o, B) /°° 1 [arctan ax} >
0

Oo N «

1+a22 "7

T
T
Odtud -

F(0 ) = T log(a) + <(8).

Protoze F(5,3) = 0, dopo¢teme

0= glogﬁ+c(ﬁ)
T
—510g5 = c(B)
Celkem . o
F(a,B) 51082 B

e Pro a, 8 < 0 mame ze symetrie a lichosti funkce arctan x

* _arct — (—arct
arctan |o|z — (— arctan |5|z) da

Fla,8) = F(—a],—8]) = /0

= —F(jal,|8]) =~ log

T
(07

B

00 :

F(a,B) :/ e—Bz AT 4, B € (0,00),ax €R
0 €T

ReSeni:

Fixujme f > 0 a uvazujme a € I = (—00,00), * € X = (0,00), f(z,,8) =

—Bx sinazx
(& z

e Pro vSechna a € I je f(x,a, 8) spojita (jako funkce z na X) a tedy méfitelna.
e Pro vSechna x € X a a € I existuje vlastni
of(z,a, B)

— ) — P cos(au).

Oa
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e Volme ag = 0. Pak F(0,3) = [0 =0 < co.
e Uvazujme o € I = (—00,00). Pak existuje majoranta g(z) = e~ 7% tak, ze

Vo € X je

Pﬂ%%@
O

‘ = ’e_ﬁx cos(az)| < e 7%,
Navic [, g(z) < oo (lze pfimo upoditat).

e Podminky véty o derivaci podle parametru jsou tedy splnény na intervalu
(p, 00) a muzeme derivovat

aF(aaB) _ o —Bx _ /8
e = /0 e P* cos(ax)dxr = pEaE
(dvé per partes).
Odtud o
F(a, 8) = arctan 3 + c(B).

Protoze F(0, ) = 0, dopocteme

0= arctang + ¢(B)

0=c(B)
Celkem
_ B
F(aaﬁ) - a2+B2'
B 2 arctan(atg )
(h) F(«) —/0 gz dez, acelR

Tt /2 1 _ w1
Hint: fo Tta2tg2 o de = 35

Reseni: Ziejmé F(0) = 0, navic je F(a) licha funkee, staci tedy uvazovat a > 0.
Polozme a € I = (0,00), z € X = (0, %), f(z,q) = dctanlatans)

’ 2 tanx

e Pro viechna a € I je f(x, ) spojita (jako funkce z na X) a tedy méfFitelna.

Pro vsechna = € X a « € I existuje vlastni

Of(x,a) 1
da 1+ a2tanz’
e Volme ap = 1. Pak F(1) = fog %ﬁ?mdx < o0, u0iu 3 lze spojité
dodefinovat.
e Existuje majoranta g(z) =1 tak, ze Vo € X je
of(z, ) B 1
da | |1+a2tanz|

Navic [? g(z) < oo.
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e Podminky véty o derivaci podle parametru jsou tedy splnény na intervalu
(—00,00) a muzeme derivovat

©0f(z,a) /S 1
Fllay= [ S5 % g, |7~ qa
(@) /0 O dz o l+a?tan’zx dz

1
1+¢2

Pouzijeme substituci ¢ = tanz, pak dz = dt a dostaneme (pro « # 1):

©© 1 & a? 1
/0 At e /0 2o+ (@-Di+) "

(
a? ~ .
= (a2 “1a [arctan(oz:):)]zzo T2 [arctan x]x:O
T 1
5 ' a+1

Odtud -
F(a) = §log(1+a)+c

Za predpokladu, ze F' je spojita v 0, mtizeme dopocitat konstantu c¢. Protoze
F(0) =0, mame
0= glog(1+0)+c

0=c

Celkem -
F(a):§log(1+a) a>0,a#1.

e Zbyvé ovéfit spojitost v 0 a v 1. Ovéfime vétu o spojitosti dle parametru:
. tan(2t
Uvazujeme o € T = [0,2], z € X = (0,%), f(z,a) = W
— zafixujeme o € T. Pak funkce f(z,a) je spojita (jako funkce x) na celém
X a tedy je méritelna.

— zafixujeme z € X. Pak funkce f(z,a) je spojita (jako funkce ) na celém

T.
-~ rctan(2 tan .
— polozme g(z) = W Pak g € LY(X) a plati
arctan(a tan ) < arctan(2 tan x)

tanx tanx

Tedy funkce je spojita zprava v bodé 0 a spojita v bodé 1 a odtud
F(a):glog(l—l—a) a>0.

Navic F(—|a|) = —F(|la|) = —log(1 + |a]).
(i) Fa,B) = /2 In(a? sin? z + 5% cos® z) dz, (o, B) € R?\ (0,0)
0
Hint: dee dle o, foﬂ/?' %#ﬂ;iobzz de = 75
Reseni: Funkce F(a, 3) je suda v a i f3, staci tedy uvazovat jen o, 8 > 0.
Dale fixujme 8 > 0 a uvazujme o € I = (0,00), z € X = (0,3), f(z,0,8) =
In(a?sin?z + 5% cos® x).
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Pro viechna a € I je f(z,a, B) spojita (jako funkce x na X) a tedy méfitelna.

Pro vSechna = € X a a € I existuje vlastni

of(x,a,pB) 2 a?sin® x

Oa a o?sin®z + f2cos?z

Volme ag = 8. Pak F(8,8) = [;" log 3% = § log 5% < oc.

e Uvazujme o € I = (p,0), B > p > 0. Pak existuje majoranta g(z) = % tak,
ze Vxr € X je
of(x,a,B)| |2 a?sin® z < 2 - 2
O o a?sin’z+ B2cos?z| T a T p

Navic [;g(z) < oo (lze piimo upoditat).

Podminky véty o derivaci podle parametru jsou tedy splnény na intervalu
(p,00) a muZeme derivovat

OF (o, B) /002 a?sin? x 4
il St R/ = x
Oa o a a2sin?z+ f2cos?x
e . . o _dt ) 2 2 o 1
Pouzijeme substituci ¢ = tanx, pak dz = Py ST = oz, COSTT = g7

Tedy dostéavame

242
/002 EeE 1 dt_2/°° a?t? L
0 @ %4_% 2+1 7 afy BE+at? 1+1¢2

Parcialni zlomky:

N o2 o232
N Oé/o Er 0@ 7)) (@ )1 )

9 <a2 arctan x — af arctan %) T
T a? — B2 T a+p8
0

Odtud

Fla, ) = log(a + B) + ().
Protoze F(3,3) = mlog 3, dopo¢teme

mlog f = mlog(B + ) + ¢(B)

7rlog1 =c(B)

2
Celkem
F(a,ﬁ):wloga;ﬂ, a, B> 0.

e 7Zbyva ukazat variantu @ > 0, § > 0 a variantu a > 0, § > 0. UkéZeme ze
spojitosti.
Nejprve fixujme 8 > 0. Chceme ukazat spojitost funkce F(«, ) v 0 zprava
(jako funkce «).
Ovétime vétu o spojitosti dle parametru:
Uvazujeme o € T' = [0,1], 2 € X = (0, 3), f(z, 0, B) = In(a? sin? 2+ 52 cos® ).
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— zafixujeme a € T'. Pak funkce f(z, a, 3) je spojita (jako funkce z) na celém
X a tedy je méritelna.

— zafixujeme x € X. Pak funkce f(z,a, ) je spojita (jako funkce «) na
celém T

— polozme g(z) = max{|In(8%cos? )|, |In(1 + B?)|}. Pak g € L(X) a plati
(logaritmus je rostouci funkce):

In(5? cos® z) < In(a?sin? z 4+ 2 cos? z) < In(1 + % cos® z) < log(1 + 3?)
Dohromady
| In(a?sin” z + 8% cos® z)| < max{|In(5? cos® )|, | In(1 + 5?)|}

Tedy funkce je spojita zprava v bodé 0 a odtud

. a+p B
F =1 1 = mlog —.
(0,5) = Jlim mlog —— =mlog 5
Situaci @ > 0 a S > 0 vyfeSime analogicky.
Bonus
5. Ukaite, ze funkce F(a) = [ %da? konverguje pro a > 0 a pro a € (0,00) splije

diferencialni rovnici F” + F = é

Regeni: Funkce konverguje pro o > 0, u 0 je spojité, u oo SK s ﬁ
Dale potrebujeme dvakrat zderivovat funkci F.

Prvni derivace:

—ar

Uvazujeme a € I = (0,00), z € X = (0,00), f(z,a) = g

e Pro vechna «a € I je f(z,a) spojita (jako funkce x na X) a tedy méfitelna.

Pro vSechna x € X a o € [ existuje vlastni

of(x,a) —we
oo 1+a2

T

Volme oy = 1. Pak F(1) = fooo 184;2

< oo (konvergence uz zdtivodnéna vyse).

e Uvazujme o € I = (p, ), 1 > p > 0. Pak existuje majoranta g(x) = xl‘i_;; tak, ze
Vz € X je

—ax re Pt

<
— 1422

of (z, )
‘ oo

| —we
1422

Navic [ g(z) < oo (u 0 je g spojita, u co srovname s ze P*).

Podminky véty o derivaci podle parametru jsou tedy splnény na intervalu (p, co) a

muzeme derivovat
F/(a):/ de:/ —we
0 ojet 0
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Druhé derivace:

Uvazujeme a € I = (0,00), z € X = (0,00), f(z,a) = %;ZI

e Pro viechna a € I je f(x,a) spojita (jako funkce z na X) a tedy méfitelna.

e Pro vSechna x € X a a € I existuje vlastni

of (x,a)  xPe

doa 1422
e Volme ap = 1. Pak F(1) = [ ?f;; < oo (konvergence plyne ze SK s ze ™).
e Uvazujme o € I = (p,00), 1 > p > 0. Pak existuje majoranta g(z) = xfi;’;m tak,
ze Ve € X je
of(z,a) r?em r2ePT
= <
da 1+22 |~ 1422

Navic fooog(x) < 0o (u 0 je g spojita, u oo srovname s x2e~P7).

e Podminky véty o derivaci podle parametru jsou tedy splnény na intervalu (p, c0) a
miizeme derivovat

ooaf(xva) m$26—a$
" = —_— = —_—
Fla) _/0 O dz /0 14 22 dz

Diferencialni rovnice:

—Qx 2 O —ax ] o0

> +1) _ e 1
F” F = e Wwrl) (.I do = / AT dr = —
(@) + F(a) /0 722 x ; e x -

Bonus teorie

6. Existuje posloupnost funkei f, € L'(R) takova, Ze konverguje k nulové funkci na kazdém
kompaktu a zarovei plati, ze [p f, =17
Reseni: Ano. Napf. f, = X(n,n+1)-

Zdroj: https://people.cas.uab.edu/ "mosya/teaching/Problems

|p| — 1 < |rsoop| — T < |xsooD + 1| :yury (eg)
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