7. cviceni — Integral zavisly na parametru
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Piiklady

—Qaxr

o2 dz, je spojita v intervalu [0, 00). Spoctéte O}eréo F(a).

(0.0
1. Ukazte, ze funkce F(a)) = /
0

—azT

Reseni: Uvazujeme a € T = [0,00), z € X = (0,00), f(z, ) = =g

e—Oé.Z

1422

e Funkce je dobfe definovana, protoZe pro « € [0, 0) je f:; < H% a tedy [;°
konverguje ze SK.

e zafixujeme a € T. Pak funkce f(z,a) je spojita (jako funkce =) na celém X a tedy
je méfritelna.

e zafixujeme x € X. Pak funkce f(z, ) je spojita (jako funkce o) na celém T'.

e polozme g(z) = H% Pak g € L'(X) a plati

—Qax

< 1
T 142

e
1422

Zavér: funkce F(a) je spojita na celém T
oo
2. Ukazte, Ze funkce F'(a) = / e~ “* dx, je spojita v intervalu (0, 00). Spo¢téte lim F(«).
0 a—00
Reseni: Uvazujeme o € T = (0,00), z € X = (0,00), f(z,a) = e,
e Funkce je dobfe definovana, protoze pro a € (0,00) je
/oo T qp |:€ax:| o] _ l
0 —Q 0 «

e zafixujeme o € T. Pak funkce f(z,a) je spojita (jako funkce z) na celém X a tedy
je méritelna.

e zafixujeme z € X. Pak funkce f(z, ) je spojita (jako funkce ) na celém T'.
e uvazujme T = [§,00), § > 0. Polozme g(z) = e %%, Pak g € L'(X) a plati
|€—o<:v| < e—éx
proa €.

Zaver: funkce F'(«) je spojita na celém [0, 00) pro vSechna § > 0. Tedy je spojita i na
celém (0, 00).
xa—l
1+

Reseni: Uvazujeme o € T = (0,1), z € X = (0,00), f(z,a) = S

oo
3. Ukazte, Ze funkce F(a) = / dz, je spojita v intervalu (0, 1).
0

a—1

e Funkce je dobfe definovana, u 0 srovname LSK s 271, u 0o s 272,
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e zafixujeme o € T. Pak funkece f(z,a) je spojita (jako funkce x) na celém X a tedy
je méritelna.
e zafixujeme z € X. Pak funkce f(z,a) je spojita (jako funkce o) na celém T

e uvazujme T = [p,q], 0 < p < ¢ < 1. Polozme

1
o= [T <0
@ el

T ,00)

Pak g € L}(X) a plati

xa—l

1+«

< g(x)

pro o € f

Zaveér: funkce F(«) je spojita na celém [p, g] pro v8echna p, q. Tedy je spojita i na celém

(0,1).
> 1n(1 2,.2
4. Ukazte, Ze funkce F(a) = / n(—l—izozx) dz, je spojita v intervalu (—oo, 00).
0 x
Reseni: Uvazujeme a € T = (—00,00), z € X = (0,00), f(z,a) = ln(lzﬁ

e Funkce je dobfe definovana, protoze v 0 lze funkci spojité dodefinovat a v co lze

srovnat s hml—f

e zafixujeme o € T. Pak funkce f(z,a) je spojita (jako funkce z) na celém X a tedy
je méritelna.
e zafixujeme z € X. Pak funkce f(z, ) je spojita (jako funkce ) na celém T'.
e uvazujme T = [—p,p], 0 < p. Polozme
In(1 + p?2?)
g(z) = -2

Pak g € L}(X) a plati
In(1 + o222
i+ < (o)

72
pro a € f

Zaveér: funkce F'(«) je spojité na celém [—p, p] pro vSechna p > 0. Tedy je spojita i na
celém R.

1
5. Ukazte, ze funkce F'(a) = / sgn(z — a) dz, je spojita v intervalu (—oo, 00).
0

Reseni: Uvazujeme a € T = (—00,00), z € X = (0,1), f(z,a) = sgn(z — a).

Nelze pouzit vétu, tedy bude potieba integral piimo upocitat. Lze ukizat, Ze

1, a <0,
Fa)=<1-2a, 0<a<]1,
-1, a>1.
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Jde tedy o spojitou funkci.

Zaveér: funkce F'(«) je spojita na celém T.

oo
6. Ukazte, Ze funkce F'(a) = / 2 te™®dx, (tzv. Gamma funkce) je spojita v intervalu
0
(0, 00).

Reseni: Uvazujeme o € T = (0,00), z € X = (0,00), f(z,a) = 2% le™®.

e Funkce je dobfe definovana, protoze pro a € (0,00) srovname u 0 s 2% ! au oo s

z@ e,

e zafixujeme o € T. Pak funkce f(z,a) je spojita (jako funkce =) na celém X a tedy
je méritelna.

e zafixujeme x € X. Pak funkce f(z, ) je spojita (jako funkce o) na celém T'.

e uvazujme T = [p,q], 0 < p < q < oo. Polozme

e *zPl 2 €(0,1),

9(w) = {e‘qu_l, x € [1,00).

Pak g € L'(X) a plati
’xa—le—z‘ Sg(x)

proa€T.

Zaveér: funkce F(«) je spojita na celém [p, g] pro v8echna p, q. Tedy je spojita i na celém
(0, 00).

oo
7. Ukazte, ze funkce F(a) = / Q—FLQ dz, je spojita v intervalu (2, 00).
0 T

Reseni: Uvazujeme o € T = (2,00), z € X = (0,00), f(z,0a) = T

e Funkce je dobfe definovana, protoZe pro a € (2,00) je v 0 spojita a v 0o srovname
s i o,

e zafixujeme o € T. Pak funkece f(z,a) je spojita (jako funkce x) na celém X a tedy
je méritelna.

e zafixujeme z € X. Pak funkce f(z, ) je spojita (jako funkce «) na celém T'.

e uvazujme T = [p,0), 2 < p. Polozme
3 ze(0,1),
g(x) = {2 .
P xr .

Pak g € L'(X) a plati

proa €.
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Zaveér: funkce F'(«) je spojita na celém [p,00) pro viechna p > 2. Tedy je spojita i na
celém (2, 00).

. * cosx . o
8. Ukazte, ze funkce F(a) = dz, je spojita v intervalu (1, 00).

1 x®
COS T

Reseni: Uvazujeme o € T'= (1,00), x € X = (%,oo), f(z,0) = <=2,

e Funkce je dobfe definovana, protoze pro a € (1,00) srovname u oo s 1/x®.

e zafixujeme o € T. Pak funkce f(z,a) je spojita (jako funkce =) na celém X a tedy
je méftitelna.

e zafixujeme x € X. Pak funkce f(z, ) je spojita (jako funkce o) na celém T'.

e uvazujme T = [p,q], 1 < p < q < oo. Polozme

| cos z| 1
==, ze(31)
g($) = {|c§:x

2 )
> x€[l,00).

Pak g € L}(X) a plati
| cos x|

< g(z)

xa
pro o € 'f

Zavér: funkce F'(«) je spojitd na celém [p, ¢] pro vSechna p, gq. Tedy je spojité i na celém
(1,00).

Bonus

9. Necht f € L'(0,00). Ukaite, Ze pak existuje posloupnost x,, — 0o takova, ze limy, e T f (1) =
0.

Reseni: Piiklad i s feSenim mame odtud: https://people.cas.uab.edu/ mosya/te
aching/Problems

Pro spor predpokladejem, ze
liminf z|f(x)| = ¢ > 0.
r—00

Tedy existuje 6 > 0 takoveé, ze x|f(z)| > ¢/2 na (J,00). Pak ale

o OOC
> _— =
TR A=

coZ je spor s integrovatelnosti f.

Pozn.: limes inferior pro funkce je definovan jako

liminf g(z) = li_)In sup{g(a):a >z} = in}% sup{g(a) : a > x}
r—00 S

T—00
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10. Ukazte, Ze jestlize fi, fa,..., fn jsou jednoduché funkce, tak potom jsou jednoduché i
funkee g(z) = max{ f1(2), fo(2), -, fa(@)} 2 A(x) = mind f1(2), fo(@), ... fu(@)}.
ReZeni:

Vime, zZe jednoducha funkce nabyva pouze koneéné mnoha hodnot.

Jestlize tedy funkce fi nabyva hodnot oy, as, .. ., ay a funkce fo nabyva hodnot 51, B2, - . ., Bm,
tak funkce g = max{ f1, fo} nabyva nejvyse k + m hodnot, tedy je jednoducha.

Zbytek analogicky a indukci.
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