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Teorie

V¥ta 1 (Leviho pro °ady). Nech´ fn : X → [0,∞] jsou m¥°itelné nezáporné funkce. Potom∫
X

( ∞∑
n=1

fn

)
dµ =

∞∑
n=1

∫
X
fn dµ.

V¥ta 2 (Lebesgueova v¥ta pro °ady). Nech´ fn : X → [−∞,∞] jsou m¥°itelné funkce a nech´∑∞
n=1

∫
X |fn|dµ < ∞. Pak f(x) =

∑∞
n=1 fn konverguje absolutn¥ pro skoro v²echna x ∈ X a∫

X
f dµ =

∫
X

( ∞∑
n=1

fn

)
dµ =

∞∑
n=1

∫
X
fn du.

Algoritmus

1. Rozvineme funkci do °ady pomocí známých Taylorových °ad. Zkontrolujeme polom¥r
konvergence.

2. Najdeme a od·vodníme vhodnou v¥tu pro prohození °ady a integrálu:
(a) Jsou funkce fn nezáporné? → Levi.
(b) Konverguje absolutn¥

∑∞
n=1

∫
X |fn|? → Lebesgue.

(c) Jinak: zkusíme sestavit posloupnost £áste£ných sou£t· a pouºít Lebesgueovu v¥tu
pro posloupnosti.

3. Prohodíme °adu a integrál a spo£teme.
4. Pozn.: N¥kdy je výhodné po£ítat v po°adí

∑∫
místo

∫ ∑
.

Hinty ∫ ∞

0
e−xxn = n!

∞∑
n=0

qn =
1

1− q
, |q| < 1

P°íklady

1. Rozvi¬te do °ady

(a)

∫ 1

0
lnx ln(1− x) dx

(b)

∫ 1

0
lnx ln(1 + x) dx

(c)♡
∫ ∞

0
e−ax sin bxdx =

b

a2 + b2
, |b| < a

(d)

∫ 1

0

xp log x

1 + x2
dx, p > 0

(e)

∫ ∞

0
log

(
1− e−x

1 + e−x

)
dx
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Bonus

2. Spo£t¥te limitu

(a)R lim
n→∞

∫ ∞

0

arctannx

1 + x3
dx (b)` lim

n→∞

∫ ∞

0

sin x
n(

1 + x
n

)n
3. Nech´ fn = nχ[ 1

n+1
, 1
n
].

(a) Najd¥te limn→∞
∫ 1
0 fn dλ, jestliºe ov²em existuje.

(b) Existuje integrovatelná majoranta pro x ∈ (0, 1)?

Figure 1: http://cvgmt.sns.it/HomePages/cm/

�(1c)Rozvi¬tesinbx.Integrálpak°e²tejakorekurentnívzorec.
�(2a)Parciálnízlomky,1+x3=(1+x)(1−x+x2)
�(2b)P°ihledánímajorantypom·ºebinomickýrozvoj
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