3. cviceni — Mira + Limita posloupnosti a integrél
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

1 Mira a Lebesguetiv integral

Cast tloh pochazi z anglické sbirky https://people.cas.uab.edu/ " mosya/teaching/Prob
lems.

Definice 1. Necht A C exp(X). Systém mnozin A se nazyva o-algebra, pokud
1. X e A,
2. Ac A= X\Ac A,
3. Ae A ke N, = (J, A € A
Uloha 2. Urcete, zda jde o o-algebru v prostoru X.
1. {0,{a}, {b},{a,b},{b,c,d}, {a,c,d},{c,d},{a,b,c,d},}, kde X = {a,b,c,d}.
ReSeni: Ano. Pat¥i tam cely prostor, viechny doplitky i viechna sjednocent.
2. {0, X, A, A°}
Reseni: Ano.
3. {AC X : Anebo A° je kone¢na}

Regeni: Jestlize ma X nekoneéné mnozstvi prvki, tak nejde o o-algebru, protoze systém
neni uzavieny na spocetné sjednoceni. Napi. pro X = N do A pat¥{ kazdé liché ¢islo
{2k + 1}, ale jejich spocetné sjednoceni uz ne.

Pro koneéné X jde o o-algebru, protoZe obsahuje vSechny podmnoZiny.
4. {A C X : Anebo A€ je spoCetna}
ReSeni: Ano.
5. {(_007 a], (a7 b]? (bv OO), Q)a R}
Regeni: Ne. Uvazujme 4,, = (0,1 — 1] € A. Pak |, 4, = (0,1) € A.
Poznamka 3. Borelovskou o-algebrou rozuimnime nejmensi o-algebru obsahujici oteviené mnoziny.

Uloha 4. Ovéite, 7e nasledujici mnoziny pat#i do borelovské o-algebry na R. (Vyjadiete je
pomoci dopliiki a sjednoceni otevienych mnozin. A dopliki a sjednoceni takto vzniklych
mnozin a dopliki a...)
1. [0,1]
Regeni: [0,1] = ((—00,0) U (1, 00))°
2. [0,1)
Regeni: [1,00) = (—o0,1)C.
Pak [0,1) = ((—o00,0) U 1, 00))°
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. (0,1]

Regeni: (—o0,0] = (0, 00)".
Pak (0,1] = ((—o0,0] U (1,00))*

. N

Reseni: {n} = ((—oo,n) U (n,00))¢ pron € N.
Pak N =J,{n}.
.R\Q

Regent: {q} = ((—o0,q) U (g,0))%, ¢ € Q.
Pak Q = Ug{q}. Nakonec R\ Q = (Q)°

- Q4

Regeni:
+ = UQ+{Q}
uzaviené mnoziny

ReSeni: Z definice jsou doplitkem otevienych.

Definice 5. Necht (X, A) je méfitelny prostor. MnoZinovéa funkce p: A — [0, 00] se nazyva
mira, pokud neni identicky rovna oo a je o-aditivni, tedy

A € Ak € N, jsou po dvou disjunktni, pak u (U Ak> = Zu(Ak).
k=1 =

Poznamka 6. Pro Lebesgueovu miru L plati, Ze intervaly jsou méfitelné mnoziny a Ze za-
chovava jejich délku, tedy L((a,b)) = b — a (pro uzaviené, polouzaviené, polooteviené a
degenerovaneé intervaly to plati také). Nekdy znacime takeé A((a, b)) nebo |(a,b)].

Uloha 7. Uréete £ miru mnoziny

1.

2.

. L(Q

£([0,1]) =
£((0,1)) =1
£([2,6)) =
£([0,00)) = oo
L{-7}) =

@ =0

pfimka v R%: £L=0

L(Q x (R\Q)) =0: jde o spocetné sjednoceni p¥imek, které jsou sloZeny jen z R\ Q.

. krychle £([0,2] x [0,2] x [0,2]) =2-2-2 =38

Teorie miry a integralu, 2022/23, Kristyna Kuncova 2



Poznamka 8. (Podle https://www.physics.muni.cz/ tomtyc/teorfyzzaj/fraktaly_ch
aos-MSarbort.pdf.)
Cantoroviim diskontinuem rozumime mnozinu vzniklou nasledujicim postupem:

1. Oznacme Cy = [0, 1].

2. 7 této mnoziny ,,vyndame prostfedn{ tfetinu“ - interval (%, %) Zbylou mnozinu oznacme
Cla tedy C'1 = [07 %] U [%7 1]

3. Z intervali mnoziny C; opét vyjmeme prostiedni t¥etiny. Ziskdme mnozinu Cy = [0, %] U

531V 51V 5. 1]

-

Postup iterujeme, vyndavame dal3i t¥etiny a definujeme mnoziny C,,.

5. Cantorovo diskontinuum je pak definovano jako CD = ﬂ Ch.
n

(1 - (1] (1]
https://cs.wikipedia.org/wiki/Cantorovo_diskontinuum

Uloha 9. Uréete miru Cantorova diskontinua.

Regeni: Spocteme nejprve miru doplitku. V 1. kroku jsme z intervalu [0, 1] vyndali jeden
interval o délce 1/3. Ve druhém dva intervaly o délce 1/9. Ve tietim 4 intervaly o délce 1/27.
Dostavame tedy

[e.9] n

1.2 4 _iznfl_l 1
39 27 N 3n 3 3n 3 2
n=1 n=0 3

Doplnék Cantorova diskontinua v intervalu [0, 1] mé tedy miru 1. Cantorovo diskontinuum
tedy je miry 0.

Uloha 10. Najdéte pitklad mnoziny A v R tak, aby £(A) > 0,
intA = 0.
Reseni: Napf. R\ Q| = oo, ale int R\ Q = 0.

Uloha 11 (PRAVDA - NEPRAVDA). Necht E je méfitelnd mnozina.
e Jestlize |E| = 0, pak |E| = 0.
Regeni: NEPRAVDA, napi. |Q| = 0, ale |R| = oc.
e Jestlize |E| =0, pak |E| = 0.
Regeni: PRAVDA, plyne z piednésky ze ziplnéni miry.

Uloha 12. Necht A C [0,1], |A| > 0. Ukaite, 7e pak existuje z,y € A tak, 7e |z —y| € R\ Q.
Res8eni: Predpokladejme, ze pro vSechna z,y € A plati |x — y| € Q. Pak lze A zapsat
jako A C g + Q pro néjaké xg € A. Tedy A je spocetna a ma miru 0, coZ je spor.

w
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Uloha 13 (PRAVDA - NEPRAVDA). 1. Existuje nemé&fitelnd mnozina A C R takova, Ze

mnozina B = {x € A:x € R\ Q} je méfitelna.

Reseni: NEPRAVDA. Uvazujme mnozinu A\ B. O ni vime, ze A\ B C Q, tedy je
méfitelné (a miry 0). Ale pak je méfitelna A\ B i B, tedy je méfitelné i jejich sjednocent,
tedy A, coZ je spor.

. Existuji dvé neméfitelné mnoziny (v obecném prostoru X) A a B takové, ze AU B jsou

méfitelné.
Regeni: PRAVDA. Uvazujme neméfitelnou mnozinu A a jeji doplnék A¢. Ten musi byt
také nemeéritelny, ale jejich sjednoceni je cely prostor, ktery meéritelny je.

. Necht A C [0,1] je neméFitelna mnozina. Uvazujme B = {(x,0) € R? : z € A}. Pak B

je méFitelna podmnozina R2.
Reseni: PRAVDA. Mnozina B je podmnozina tsecky [0,1] v R%. Usecka je miry 0,
tedy i jeji podmnozina je méfitelnd a miry 0.

Definice 14. Necht (X, A) je mé&Fitelny prostor a (Y,7) je metricky prostor. Rekneme, Ze
zobrazeni f : X — Y je méritelné, jestlize f~1(V) € A pro kazdou V C Y otevienou.

Uloha 15. Rozhodnéte, zda jsou nasledujici funkce méfitelné:

1.

2.

o.
6.

f(z) =sgnx ANO.
f(z) = e®* ANO.

. f(z) = |z] ANO.

Dirichletova funkce ANO.
Riemannova funkce ANO.

f(z) = x4, kde A C R NE - co kdyz A je nemé&fitelna?

Uloha 16 (PRAVDA - NEPRAVDA). 1. Necht f: (0,1) — R je funkce takova, 7e mnozina

2.

{z € (0,1) : f(z) = ¢} je mé&Fitelnd pro kazdé ¢ € R. Pak f je méFiteln4.
Reseni: NEPRAVDA. Uvazujme nem&Fitelnou mnozinu A C (0,1). Polozme

x, r e A,
Jw) = {—:c, x ¢ A

Pak {z, f(x) = ¢} je vidy prazdna nebo jednoprvkova mnozina, tedy méfitelna. Ale
f71((0,1)) = A, coZe je nemé&fitelnd mnozina. Tedy funkce f neni méfitelna.

Existuje neméfitelna funkce f > 0 takova, Ze /f je méfitelna.

Reseni: NEPRAVDA. Lze psat f = (v/f)2, coz je slozeni méfitelné funkce v/f a spojite
funkce 22, tedy f je méfitelna, coZ je spor.
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3. Existuje neméfitelna funkce f takova, Ze |f| je méfitelna.

Regeni: PRAVDA. UvaZujme nemé&Fitelnou mnozinu A a funkci
-1, z €A,
flz) =
1, x & A.
Pak f je neméfitelnd, ale |f| =1 je spojita a tedy méFitelné.

Definice 17. Necht f : X — R je funkce. Rekneme, ze f je jednoduchd funkce, jestlize f(X)
je kone¢na podmnozina [0, c0).

Uloha 18. Rozhodnéte, zda jde o jednoduché funkce:
1. sgnz ANO.
2. xcp ANO.
3. |z] na (0,00). NE. Zobrazuje se na celé Ny.
4. Dirichletova funkce ANO.
5. Riemannova funkce NE. Zobrazuje se na {0} U {,n € N}.

6. Nezaporna schodovita funkce (Schodovita funkce je funkce tvaru Y ;" a;xa,(x), kde
a; € R, A; jsou intervaly.) ANO.

Definice 19. Necht (X, A, 1) je prostor s mirou a s = Zle a;x 4, je jednoducha méfitelna
funkce. Pro E € A definujeme

k
/ sdp = Z%‘M(Ai NE).
E

i=1

Pro f: X — [0, 00] méFitelnou definujeme Lebesguetiv integrdl
/ fdu =sup {/ sdp:0<s < f, s je jednoducha méfitelna} .
E E

Uloha 20. Jaky obrazek ilustruje Lebesgueiiv integral?
Ten prvni.

/\0 B
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Uloha 21. Urcete Lebesguetv integral folf d\, kde f je

L. xo

Regeni: [ fd\=0
2. Dirichletova funkce

ReSeni: folf dA=0
3. xcp

ReSeni: folf d\A=0

ww= {7 20

0, zeR\Q.
ReSeni: folf d\A=0

5. f(x) = {\/57 reQ,

Uloha 22. Z definice odhadnété Lebesguetiv integral folzv dz. Sta¢i dolni odhad.

ReSeni: Pro pevné n € N rozdélme interval [0,1] na intervaly 4; = (0, %), Ay = (%, %),
Az = (%, %), LA = (”T_l, 1).

Na téchto intervalech vystavime schodovitou funkci s,,, ktera je mensi nez x.

1

o
=
n

n(n —1)

Lon-11 1
a 2n2

1
n n n n?

1 2
o 1+2 —1)) =
»tn O0+1+2+(n—1))
n(;n_zl) = % Tedy odhad pro pivodni

Supremum pfes tyto integraly je rovno limy,

. P 1
integral je roven 3.
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2 Limita posloupnosti a integral

Priklady
Vétsinu pifkladi z této kapitoly mame ze sbirky Piiklady k teorii Lebesgueova integralu,

J. Lukes: https://matematika.cuni.cz/lukes-pli.html.
1. Spoctéte
1, .n
x
(a) lim / —dzx

n—oo Jg N

Reseni:
e Bodové limita: Zafixujeme = € (0,1). Pak

n

lim — =0.
n—oo N
Tedy f(z) =0 na (0,1).
e Lebesgue. Majoranta: g(x) =1,
n
<1
n

af011:1<oo.

o ZAaver:
1xn 1
lim — = / 0=0.

n—oo Jg N 0

1

. nT
b) Jim, | T 4
Resent:

e Bodova limita pro z € (0, 1):

. nT .1 T
lim ——5 = lim —-172:0
n—oo 1 + n2x n—oo N ﬁ+2m

e Lebesgue. Majoranta: g(x) = %, nebot

ne <1
1+n2z2 = 2
2nx§1—|—n2x2
0§1—2nx—|—n2m2
0<(1—nx)?

11
a 02 < 0.
e Z4vdr:
nx

1 1
li —_— = 0=0
noso0 o 1+ n2a? /0

Teorie miry a integralu, 2022/23, Kristyna Kuncova 7


https://matematika.cuni.cz/lukes-pli.html

1 n
(c) Jim | T 4
Resent:

e Bodovéa limita pro z € (0,1):

. x" 0
lim = =
n—ool+z2n 140
e Lebesgue. Majoranta g(z) = 1:

xn

— <1
1+ —
$n§1+x2n
1
a [;1< oo
e Z4ver:
1 " 1
n—>oool+:1:” 0
o n

. x
(@) Jim | T m 4

Reseni: Nejprve integral roztrhneme

1 n [e8) n

X xr
——-d ——-d
/0 14 z2n x+/1 Lt a2

Prvni integral mame z predchoztho pifkladu, Fesime tedy jen [[°fn(z).
e Bodova limita pro z € (1,00) je:

. " . 1
lim ——— = lim
n—oo | + xr2n n—oo 1 4+ ™

e Lebesgue. Zkusime najit majorantu pomoci derivace. Zafixujme z € (1,00) a

definujme

xn

90 = T

Hleddme supremum funkce g,(n) vzhledem k n. (Pro vypocet bereme n €
[1,00)). Supremum hledame v bodech, kde je nulova derivace, kde derivace
neexistuje nebo v krajnich bodech.

Pak ( ) )
2" (x" —1)logx
gv{c(n) = on 9

(2 4+ 1)

Pro n € (1,00) neni derivace nikdy nulové, navic je vzdy ostie zaporna. Supre-

mum tedy hledéme v bodé n = 1. Tedy zkusme g(z) = 7%57.
Zaroven ale plati flooﬁ = 00, tedy g(z) neni vhodnou majorantou.

e . . N — 2 s

Reseni: hledejme majorantu az pro n > 2. Pak bude g(x) = Tig7, havic
2 : 1 . . .. .

floo 1_@04 < 00. Tedy jsme nasli majorantu a mizeme pouzit Lebesgueovu vétu.
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o ZAaveér: - " -
lim [ —f = / 0=0.
n—oo o 14 x2n 0

A 6383
dz, 0< A<

(e) lim
n—oo Jo 14+ nx

Resent:

e Bodové limita pro x € (0, A):
:E3
lim ——— =0
n—oo 1 + nx

e Lebesgue. Majoranta: g(z) = e
Majoranta je integrovatelna, protoze g(x) je spojita na [0, A] (omezeném uza-

vieném).
o Zavér:
A e:rS A
lim —/ 0=0.
n—oo Jq 1+nx 0
“In(z+n
(f) lim ge_x cos z dx
n—o0 Jg n
Regeni:
e Bodova limita pro z € (0, 00) z ristové skaly:
|
lim Me_z cosz =0
n—00 n

e Lebesgue. Majoranta:

log(x + n) L Ttn <tz

n n

Celkem
In(z+n) _

e Teosx| < (1+x)-1-e 7.

n

Navic vime, Ze [;*(1 +z)e™™ < oc.

o ZAver: o -
. nr+n) _
lim ¥e mcosx:/ 0=0.
> sin ax
(g) lim e " x acR
n—oo 0 X
Regeni:

e Bodové limita pro z € (0, 00):

. ___sinax
lim e ™™
n—o0 x€x

=0

e Lebesgue. Majoranta: Plati |sint| < ¢ pro t € (0,00). Tedy

< e *lal

_,..sinax
’6 nx

< ‘e—nw@‘

X

00 _g

aoe < oQ.
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e Z4vor:

oo : o0
. _._sinax
lim e —/ 0=0
o0 n
(h) lim e ¥ dx
n—oo 0
ResSeni:

e Bodové limita pro z € (0,00):

0
. _n e = r<l1
hmex:{ ’

n—o0

e Lebesgue. Majoranta:

e Z4vor:

- U Vndz

(i) lim —
n—oo Jq 1+ n4x
Resent:

e Bodova limita pro x € (0,1)

dx

lim Y
nlﬁnolo 1+ n2x2 o

e Lebesgue. Majoranta nalezneme pomoci derivovani. Pro pevné z € (0,1)
definujme gz(n) = Yz e [1,00). Pak

1+n2$2 ?

b 3Vn(1 +n®2?) — ny/n2na?
I(n) - (1 + TL2.’132)2

Nulovy bod:

3
(1+ndz?) — 20322 =0

2

3 1

5 577/(2).'1:2

3 2

22 =
V3
— =ng

T

Pak
x-33% 1 33/4

Pridame ,krajni body*, tedy majoranta

x 0 33/4
g(z) = max 1422 >m

Navic jisté folg(:v) < 00.
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e Z4vor:
. L V/n3x
lim —

n—oo Jq 1 —|—n2$2

1
/0:0.
0
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