
3. cvi£ení � Míra + Limita posloupnosti a integrál
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

1 Míra a Lebesgue·v integrál

�ást úloh pochází z anglické sbírky https://people.cas.uab.edu/~mosya/teaching/Prob

lems.

De�nice 1. Nech´ A ⊂ exp(X). Systém mnoºin A se nazývá σ-algebra, pokud

1. X ∈ A,

2. A ∈ A ⇒ X \A ∈ A,

3. Ak ∈ A, k ∈ N,⇒
⋃

k Ak ∈ A.

Úloha 2. Ur£ete, zda jde o σ-algebru v prostoru X.

1. {∅, {a}, {b}, {a, b}, {b, c, d}, {a, c, d}, {c, d}, {a, b, c, d}, }, kde X = {a, b, c, d}.
�e²ení: Ano. Pat°í tam celý prostor, v²echny dopl¬ky i v²echna sjednocení.

2. {∅, X,A,Ac}
�e²ení: Ano.

3. {A ⊂ X : A nebo Ac je kone£ná}
�e²ení: Jestliºe máX nekone£né mnoºství prvk·, tak nejde o σ-algebru, protoºe systém
není uzav°ený na spo£etná sjednocení. Nap°. pro X = N do A pat°í kaºdé liché £íslo
{2k + 1}, ale jejich spo£etné sjednocení uº ne.

Pro kone£né X jde o σ-algebru, protoºe obsahuje v²echny podmnoºiny.

4. {A ⊂ X : A nebo Ac je spo£etná}
�e²ení: Ano.

5. {(−∞, a], (a, b], (b,∞), ∅,R}
�e²ení: Ne. Uvaºujme An = (0, 1− 1

n ] ∈ A. Pak
⋃

nAn = (0, 1) ̸∈ A.

Poznámka 3. Borelovskou σ-algebrou rozumíme nejmen²í σ-algebru obsahující otev°ené mnoºiny.

Úloha 4. Ov¥°te, ºe následující mnoºiny pat°í do borelovské σ-algebry na R. (Vyjád°ete je
pomocí dopl¬k· a sjednocení otev°ených mnoºin. A dopl¬k· a sjednocení takto vzniklých
mnoºin a dopl¬k· a. . . )

1. [0, 1]

�e²ení: [0, 1] = ((−∞, 0) ∪ (1,∞))c

2. [0, 1)

�e²ení: [1,∞) = (−∞, 1)c.

Pak [0, 1) = ((−∞, 0) ∪ [1,∞))c
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3. (0, 1]

�e²ení: (−∞, 0] = (0,∞)c.

Pak (0, 1] = ((−∞, 0] ∪ (1,∞))c

4. N
�e²ení: {n} = ((−∞, n) ∪ (n,∞))c pro n ∈ N.
Pak N =

⋃
n{n}.

5. R \Q
�e²ení: {q} = ((−∞, q) ∪ (q,∞))c, q ∈ Q.
Pak Q =

⋃
Q{q}. Nakonec R \Q = (Q)c

6. Q+

�e²ení:

Q+ =
⋃

Q+
{q}

7. uzav°ené mnoºiny

�e²ení: Z de�nice jsou dopl¬kem otev°ených.

De�nice 5. Nech´ (X,A) je m¥°itelný prostor. Mnoºinová funkce µ : A → [0,∞] se nazývá
míra, pokud není identicky rovna ∞ a je σ-aditivní, tedy

Ak ∈ A, k ∈ N, jsou po dvou disjunktní, pak µ

( ∞⋃
k=1

Ak

)
=

∞∑
k=1

µ(Ak).

Poznámka 6. Pro Lebesgueovu míru L platí, ºe intervaly jsou m¥°itelné mnoºiny a ºe za-
chovává jejich délku, tedy L((a, b)) = b − a (pro uzav°ené, polouzav°ené, polootev°ené a
degenerované intervaly to platí také). N¥kdy zna£íme také λ((a, b)) nebo |(a, b)|.

Úloha 7. Ur£ete L míru mnoºiny

1. L([0, 1]) = 1

2. L((0, 1)) = 1

3. L([2, 6)) = 4

4. L([0,∞)) = ∞

5. L({−π}) = 0

6. L(Q) = 0

7. p°ímka v R2: L = 0

8. L(Q× (R \Q)) = 0: jde o spo£etné sjednocení p°ímek, které jsou sloºeny jen z R \Q.

9. krychle L([0, 2]× [0, 2]× [0, 2]) = 2 · 2 · 2 = 8
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Poznámka 8. (Podle https://www.physics.muni.cz/~tomtyc/teorfyzzaj/fraktaly_ch

aos-MSarbort.pdf.)
Cantorovým diskontinuem rozumíme mnoºinu vzniklou následujícím postupem:

1. Ozna£me C0 = [0, 1].

2. Z této mnoºiny �vyndáme prost°ední t°etinu� - interval (13 ,
2
3). Zbylou mnoºinu ozna£me

C1, tedy C1 = [0, 13 ] ∪ [23 , 1].

3. Z interval· mnoºiny C1 op¥t vyjmeme prost°ední t°etiny. Získáme mnoºinu C2 = [0, 19 ]∪
[29 ,

1
3 ] ∪ [23 ,

7
9 ] ∪ [89 , 1].

4. Postup iterujeme, vyndaváme dal²í t°etiny a de�nujeme mnoºiny Cn.

5. Cantorovo diskontinuum je pak de�nováno jako CD =
⋂
n

Cn.

https://cs.wikipedia.org/wiki/Cantorovo_diskontinuum

Úloha 9. Ur£ete míru Cantorova diskontinua.
�e²ení: Spo£teme nejprve míru dopl¬ku. V 1. kroku jsme z intervalu [0, 1] vyndali jeden

interval o délce 1/3. Ve druhém dva intervaly o délce 1/9. Ve t°etím 4 intervaly o délce 1/27.
Dostáváme tedy

1

3
+

2

9
+

4

27
+ · · · =

∞∑
n=1

2n−1

3n
=

1

3

∞∑
n=0

2n

3n
=

1

3
· 1

1− 2
3

= 1.

Dopln¥k Cantorova diskontinua v intervalu [0, 1] má tedy míru 1. Cantorovo diskontinuum
tedy je míry 0.

Úloha 10. Najd¥te p°íklad mnoºiny A v R tak, aby L(A) > 0,
intA = ∅.

�e²ení: Nap°. |R \Q| = ∞, ale intR \Q = ∅.

Úloha 11 (PRAVDA � NEPRAVDA). Nech´ E je m¥°itelná mnoºina.

� Jestliºe |E| = 0, pak |E| = 0.

�e²ení: NEPRAVDA, nap°. |Q| = 0, ale |R| = ∞.

� Jestliºe |E| = 0, pak |E| = 0.

�e²ení: PRAVDA, plyne z p°edná²ky ze zúpln¥ní míry.

Úloha 12. Nech´ A ⊂ [0, 1], |A| > 0. Ukaºte, ºe pak existuje x, y ∈ A tak, ºe |x− y| ∈ R \Q.
�e²ení: P°edpokládejme, ºe pro v²echna x, y ∈ A platí |x − y| ∈ Q. Pak lze A zapsat

jako A ⊂ x0 +Q pro n¥jaké x0 ∈ A. Tedy A je spo£etná a má míru 0, coº je spor.
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Úloha 13 (PRAVDA � NEPRAVDA). 1. Existuje nem¥°itelná mnoºina A ⊂ R taková, ºe
mnoºina B = {x ∈ A : x ∈ R \Q} je m¥°itelná.

�e²ení: NEPRAVDA. Uvaºujme mnoºinu A \ B. O ní víme, ºe A \ B ⊂ Q, tedy je
m¥°itelná (a míry 0). Ale pak je m¥°itelná A\B i B, tedy je m¥°itelné i jejich sjednocení,
tedy A, coº je spor.

2. Existují dv¥ nem¥°itelné mnoºiny (v obecném prostoru X) A a B takové, ºe A∪B jsou
m¥°itelné.

�e²ení: PRAVDA. Uvaºujme nem¥°itelnou mnoºinu A a její dopln¥k Ac. Ten musí být
také nem¥°itelný, ale jejich sjednocení je celý prostor, který m¥°itelný je.

3. Nech´ A ⊂ [0, 1] je nem¥°itelná mnoºina. Uvaºujme B = {(x, 0) ∈ R2 : x ∈ A}. Pak B
je m¥°itelná podmnoºina R2.

�e²ení: PRAVDA. Mnoºina B je podmnoºina úse£ky [0, 1] v R2. Úse£ka je míry 0,
tedy i její podmnoºina je m¥°itelná a míry 0.

De�nice 14. Nech´ (X,A) je m¥°itelný prostor a (Y, τ) je metrický prostor. �ekneme, ºe
zobrazení f : X → Y je m¥°itelné, jestliºe f−1(V ) ∈ A pro kaºdou V ⊂ Y otev°enou.

Úloha 15. Rozhodn¥te, zda jsou následující funkce m¥°itelné:

1. f(x) = sgnx ANO.

2. f(x) = ex ANO.

3. f(x) = ⌊x⌋ ANO.

4. Dirichletova funkce ANO.

5. Riemannova funkce ANO.

6. f(x) = χA, kde A ⊂ R NE - co kdyº A je nem¥°itelná?

Úloha 16 (PRAVDA � NEPRAVDA). 1. Nech´ f : (0, 1) → R je funkce taková, ºe mnoºina
{x ∈ (0, 1) : f(x) = c} je m¥°itelná pro kaºdé c ∈ R. Pak f je m¥°itelná.

�e²ení: NEPRAVDA. Uvaºujme nem¥°itelnou mnoºinu A ⊂ (0, 1). Poloºme

f(x) =

{
x, x ∈ A,

−x, x ̸∈ A.

Pak {x, f(x) = c} je vºdy prázdná nebo jednoprvková mnoºina, tedy m¥°itelná. Ale
f−1((0, 1)) = A, coºe je nem¥°itelná mnoºina. Tedy funkce f není m¥°itelná.

2. Existuje nem¥°itelná funkce f ≥ 0 taková, ºe
√
f je m¥°itelná.

�e²ení: NEPRAVDA. Lze psát f = (
√
f)2, coº je sloºení m¥°itelné funkce

√
f a spojité

funkce x2, tedy f je m¥°itelná, coº je spor.
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3. Existuje nem¥°itelná funkce f taková, ºe |f | je m¥°itelná.

�e²ení: PRAVDA. Uvaºujme nem¥°itelnou mnoºinu A a funkci

f(x) =

{
−1, x ∈ A,

1, x ̸∈ A.

Pak f je nem¥°itelná, ale |f | = 1 je spojitá a tedy m¥°itelná.

De�nice 17. Nech´ f : X → R je funkce. �ekneme, ºe f je jednoduchá funkce, jestliºe f(X)
je kone£ná podmnoºina [0,∞).

Úloha 18. Rozhodn¥te, zda jde o jednoduché funkce:

1. sgnx ANO.

2. χCD ANO.

3. ⌊x⌋ na (0,∞). NE. Zobrazuje se na celé N0.

4. Dirichletova funkce ANO.

5. Riemannova funkce NE. Zobrazuje se na {0} ∪ { 1
n , n ∈ N}.

6. Nezáporná schodovitá funkce (Schodovitá funkce je funkce tvaru
∑n

i=0 αiχAi(x), kde
αi ∈ R, Ai jsou intervaly.) ANO.

De�nice 19. Nech´ (X,A, µ) je prostor s mírou a s =
∑k

i=1 αiχAi je jednoduchá m¥°itelná
funkce. Pro E ∈ A de�nujeme ∫

E
s dµ =

k∑
i=1

αiµ(Ai ∩ E).

Pro f : X → [0,∞] m¥°itelnou de�nujeme Lebesgue·v integrál∫
E
f dµ = sup

{∫
E
sdµ : 0 ≤ s ≤ f, s je jednoduchá m¥°itelná

}
.

Úloha 20. Jaký obrázek ilustruje Lebesgue·v integrál?
Ten první.
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Úloha 21. Ur£ete Lebesgue·v integrál
∫ 1
0 f dλ, kde f je

1. χQ

�e²ení:
∫ 1
0 f dλ = 0

2. Dirichletova funkce

�e²ení:
∫ 1
0 f dλ = 0

3. χCD

�e²ení:
∫ 1
0 f dλ = 0

4. f(x) =

{√
x, x ∈ R \Q,

0, x ∈ Q.

�e²ení:
∫ 1
0 f dλ = 2

3

5. f(x) =

{√
x, x ∈ Q,

0, x ∈ R \Q.

�e²ení:
∫ 1
0 f dλ = 0

Úloha 22. Z de�nice odhadn¥t¥ Lebesgue·v integrál
∫ 1
0 x dx. Sta£í dolní odhad.

�e²ení: Pro pevné n ∈ N rozd¥lme interval [0, 1] na intervaly A1 = (0, 1
n), A2 = ( 1n ,

2
n),

A3 = ( 2n ,
3
n),. . .An = (n−1

n , 1).
Na t¥chto intervalech vystavíme schodovitou funkci sn, která je men²í neº x.

Pak∫ 1

0
s = 0 · 1

n
+

1

n
· 1
n
+

2

n
· 1
n
+ · · ·+ n− 1

n
· 1
n
=

1

n2
· (0 + 1 + 2 + (n− 1)) =

n(n− 1)

2n2

Supremum p°es tyto integrály je rovno limn→∞
n(n−1)
2n2 = 1

2 . Tedy odhad pro p·vodní
integrál je roven 1

2 .
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2 Limita posloupnosti a integrál

P°íklady

V¥t²inu p°íklad· z této kapitoly máme ze sbírky P°íklady k teorii Lebesgueova integrálu,
J. Luke²: https://matematika.cuni.cz/lukes-pli.html.

1. Spo£t¥te

(a) lim
n→∞

∫ 1

0

xn

n
dx

�e²ení:

� Bodová limita: Za�xujeme x ∈ (0, 1). Pak

lim
n→∞

xn

n
= 0.

Tedy f(x) = 0 na (0, 1).
� Lebesgue. Majoranta: g(x) = 1,

xn

n
≤ 1

a
∫ 1
0 1 = 1 < ∞.

� Záv¥r:

lim
n→∞

∫ 1

0

xn

n
=

∫ 1

0
0 = 0.

(b) lim
n→∞

∫ 1

0

nx

1 + n2x2
dx

�e²ení:

� Bodová limita pro x ∈ (0, 1):

lim
n→∞

nx

1 + n2x2
= lim

n→∞

1

n
· x

1
n2 + 2x2

= 0

� Lebesgue. Majoranta: g(x) = 1
2 , nebo´

nx

1 + n2x2
≤ 1

2

2nx ≤ 1 + n2x2

0 ≤ 1− 2nx+ n2x2

0 ≤ (1− nx)2

a
∫ 1
0

1
2 < ∞.

� Záv¥r:

lim
n→∞

∫ 1

0

nx

1 + n2x2
=

∫ 1

0
0 = 0
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(c) lim
n→∞

∫ 1

0

xn

1 + x2n
dx

�e²ení:

� Bodová limita pro x ∈ (0, 1):

lim
n→∞

xn

1 + x2n
=

0

1 + 0
= 0.

� Lebesgue. Majoranta g(x) = 1:

xn

1 + x2n
≤ 1

xn ≤ 1 + x2n

a
∫ 1
0 1 < ∞.

� Záv¥r:

lim
n→∞

∫ 1

0

xn

1 + x2n
=

∫ 1

0
0 = 0.

(d) lim
n→∞

∫ ∞

0

xn

1 + x2n
dx

�e²ení: Nejprve integrál roztrhneme∫ 1

0

xn

1 + x2n
dx+

∫ ∞

1

xn

1 + x2n
dx

První integrál máme z p°edchozího p°íkladu, °e²íme tedy jen
∫∞
1 fn(x).

� Bodová limita pro x ∈ (1,∞) je:

lim
n→∞

xn

1 + x2n
= lim

n→∞

1

1 + xn
= 0.

� Lebesgue. Zkusíme najít majorantu pomocí derivace. Za�xujme x ∈ (1,∞) a
de�nujme

gx(n) =
xn

1 + x2n

Hledáme supremum funkce gx(n) vzhledem k n. (Pro výpo£et bereme n ∈
[1,∞)). Supremum hledáme v bodech, kde je nulová derivace, kde derivace
neexistuje nebo v krajních bodech.
Pak

g′x(n) = −xn(x2n − 1) log x

(x2n + 1)2

Pro n ∈ (1,∞) není derivace nikdy nulová, navíc je vºdy ost°e záporná. Supre-
mum tedy hledáme v bod¥ n = 1. Tedy zkusme g(x) = x1

1+x2·1 .
Zárove¬ ale platí

∫∞
1

x
1+x2 = ∞, tedy g(x) není vhodnou majorantou.

�e²ení: hledejme majorantu aº pro n ≥ 2. Pak bude ḡ(x) = x2

1+x4 , navíc∫∞
1

x2

1+x4 < ∞. Tedy jsme na²li majorantu a m·ºeme pouºít Lebesgueovu v¥tu.
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� Záv¥r:
lim
n→∞

∫ ∞

0

xn

1 + x2n
=

∫ ∞

0
0 = 0.

(e) lim
n→∞

∫ A

0

ex
3

1 + nx
dx, 0 < A < ∞

�e²ení:

� Bodová limita pro x ∈ (0, A):

lim
n→∞

ex
3

1 + nx
= 0.

� Lebesgue. Majoranta: g(x) = ex
3
.

Majoranta je integrovatelná, protoºe g(x) je spojitá na [0, A] (omezeném uza-
v°eném).

� Záv¥r:

lim
n→∞

∫
0

A ex
3

1 + nx
=

∫
0

A

0 = 0.

(f) lim
n→∞

∫ ∞

0

ln(x+ n)

n
e−x cosx dx

�e²ení:

� Bodová limita pro x ∈ (0,∞) z r·stové ²kály:

lim
n→∞

ln(x+ n)

n
e−x cosx = 0

� Lebesgue. Majoranta:

log(x+ n)

n
≤ x+ n

n
≤ 1 + x.

Celkem ∣∣∣∣ ln(x+ n)

n
e−x cosx

∣∣∣∣ ≤ (1 + x) · 1 · e−x.

Navíc víme, ºe
∫∞
0 (1 + x)e−x < ∞.

� Záv¥r:

lim
n→∞

∫ ∞

0

ln(x+ n)

n
e−x cosx =

∫ ∞

0
0 = 0.

(g) lim
n→∞

∫ ∞

0
e−nx sin ax

x
dx a ∈ R

�e²ení:

� Bodová limita pro x ∈ (0,∞):

lim
n→∞

e−nx sin ax

x
= 0

� Lebesgue. Majoranta: Platí | sin t| ≤ t pro t ∈ (0,∞). Tedy∣∣∣∣e−nx sin ax

x

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣e−nxax

x

∣∣∣ ≤ e−x|a|

a
∫∞
0 e−x < ∞.
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� Záv¥r:
lim
n→∞

∫ ∞

0
e−nx sin ax

x
=

∫ ∞

0
0 = 0.

(h) lim
n→∞

∫ ∞

0
e−xn

dx

�e²ení:

� Bodová limita pro x ∈ (0,∞):

lim
n→∞

e−xn
=

{
e0 = 1, x < 1

“e−∞ = 0”, x > 1.

� Lebesgue. Majoranta:

g(x) =

{
1, x < 1

e−x, x > 1

� Záv¥r:

lim
n→∞

∫ ∞

0
e−xn

=

∫ 1

0
1 = 1.

(i) lim
n→∞

∫ 1

0

√
n3x

1 + n2x2
dx

�e²ení:

� Bodová limita pro x ∈ (0, 1)

lim
n→∞

√
n3x

1 + n2x2
= 0

� Lebesgue. Majoranta nalezneme pomocí derivování. Pro pevné x ∈ (0, 1)

de�nujme gx(n) =
√
n3x

1+n2x2 , n ∈ [1,∞). Pak

g′x(n) =
3
2

√
n(1 + n2x2)− n

√
n2nx2

(1 + n2x2)2

Nulový bod:
3

2
(1 + n2

0x
2)− 2n2

0x
2 = 0

3

2
=

1

2
n2
0x

2

3

x2
= n2

0
√
3

x
= n0

Pak

gx(n0) =
x · 33/4

x3/2
· 1

1 + 3
=

33/4

4
√
x

P°idáme �krajní body� , tedy majoranta

g(x) = max

{
x

1 + x2
, 0,

33/4

4
√
x

}
Navíc jist¥

∫ 1
0 g(x) < ∞.
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� Záv¥r:

lim
n→∞

∫ 1

0

√
n3x

1 + n2x2

∫ 1

0
0 = 0.
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