3. cviceni — Mira + Limita posloupnosti a integrél
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

1 Mira a Lebesguetiv integral

Definice 1. Necht A C exp(X). Systém mnoZin A se nazyva o-algebra, pokud
1. X e A,
2. Ac A= X\Ac A,
3. Ape A,keN, = UkAk e A

Uloha 2. Urcete, zda jde o o-algebru v prostoru X.
1. {0,{a},{b},{a,b},{b,c,d},{a,c,d},{c,d},{a,b,c,d},}, kde X = {a,b,c,d}.
2. {0,X,A, A°}
3. {A C X : Anebo A° je konetna}
4. {A C X : A nebo A° je spoCetna} (spocetna znamena i konecna nebo ()
5. {(—o0,al, (a,b],(b,00),0, R}

Poznamka 3. Borelovskou o-algebrou rozumime nejmensi o-algebru obsahujici oteviené mnoziny.

Uloha 4. Ovéite, 7e nasledujici mnoziny pat#i do borelovské o-algebry na R. (Vyjadiete je
pomoci dopliki a spocetnych (nebo koneénych) sjednoceni otevienych mnozin. A doplitki a
sjednoceni takto vzniklych mnozin a dopliku a. .. )

1. [0,1] 4. N 7. uzaviené mnoziny
2. [0,1) 5. R\ Q
3. (0,1] 6. Qy

Definice 5. Necht (X, .A) je méfitelny prostor. Mnozinova funkce p : A — [0, 00] se nazyva
mira, pokud nenf identicky rovna oo a je o-aditivni, tedy

A € Ak € N, jsou po dvou disjunktni, pak u (U Ak> = ZM(Ak)~
k=1 k=1

Poznamka 6. Pro Lebesgueovu miru L plati, Ze intervaly jsou méfitelné mnoziny a Ze za-
chovava jejich délku, tedy L((a,b)) = b — a (pro uzaviené, polouzaviené, polooteviené a
degenerované intervaly to plati také). Nékdy znacime take A\((a,b)) nebo |(a,b)|. Navic plati,
ze jestlize A C B a L(B) =0, tak i L(A) = 0.

Uloha 7. Uréete £ miru mnoZiny

1. [0,1] 4. [0, 00) 7. pfimka v R? 9. krychle
2. (0,1) 5. {—7} 8. Qx (R\Q) v R? [0,2] x [0,2] x
3. [2,6) 6. Q [0,2]

Poznamka 8. (Podle https://www.physics.muni.cz/ tomtyc/teorfyzzaj/fraktaly_ch
aos-MSarbort.pdf.)

Cantoroviim diskontinuem rozumime mnoZinu vzniklou nasledujicim postupem:

1. Oznatme Cy = [0, 1].
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2. 7 této mnoziny ,,vyndame prostfedn{ tfetinu“ - interval (%, %) Zbylou mnozinu oznacme
Cy, tedy C, = [0, %] U [%, 1].

3. Z intervali mnoziny C} opét vyjmeme prostiedni tietiny. Ziskame mnozinu Cy = [0, %] U
5.5V (5 sl V5. 1]

4. Postup iterujeme, vyndavame dalsi tfetiny a definujeme mnoziny C,,.

5. Cantorovo diskontinuum je pak definovano jako CD = ﬂ Ch.

n

https://cs.wikipedia.org/wiki/Cantorovo_diskontinuum

Uloha 9 (*) Urcete miru Cantorova diskontinua.
Uloha 10. Najdéte pitklad mnoziny A v R tak, aby £(A) > 0, int A = 0.

Uloha 11 (PRAVDA — NEPRAVDA). Necht E je méFitelna mnozina.
e Jestlize |E| = 0, pak |E| = 0. e Jestlize |E| = 0, pak |E| = 0.

Uloha 12 (3K). Necht A C [0,1], |A| > 0. Ukaite, 7ze pak existuje z,y € A tak, ze |z — y| €
R\ Q.

Uloha 13 (PRAVDA - NEPRAVDA). 1.3¥ Existuje nemé¥itelnd mnozina A C R takové,
ze mnozina B = {z € A: 2z € R\ Q} je méfitelna.
2.9 Existuji dvé neméfitelné mnoziny (v obecném prostoru X) A a B takové, ze AU B jsou
méfitelné.
3. Necht A C [0,1] je nemé&fitelnd mnozina. Uvazujme B = {(z,0) € R? : x € A}. Pak B
je méFitelnd podmnozina R2.
Definice 14. Necht (X, A) je mé&Fitelny prostor a (Y,7) je metricky prostor. Rekneme, Ze
zobrazeni f : X — Y je méritelné, jestlize f~1(V) € A pro kazdou V C Y otevienou.

Uloha 15. Rozhodnéte, zda jsou nasledujici funkce méfitelné:

1. f(x) =sgnz 3. f(z) = |z] 5. Riemannova funkce
2. f(z)=¢€" 4. Dirichletova funkce 6. f(z) = xa, kde A CR.

Uloha 16 (PRAVDA — NEPRAVDA). 1.9 Necht f : [0,1] — R je funkce takova, Ze
mnozina {x € [0,1] : f(x) = ¢} je mé&Fitelna pro kazdé ¢ € R. Pak f je méFitelna.
2. Existuje nemé&Fitelna funkce f > 0 takova, Ze +/f je méFitelna.
3. Existuje neméfitelna funkce f takova, ze |f| je méFitelné.

Definice 17. Necht f: X — R je funkce. Rekneme, ze f je jednoduchd funkce, jestlize f(X)
je kone¢na podmnozina [0, 00).
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Uloha 18. Rozhodnéte, zda jde o jednoduché funkce:
1. sgnx

XCD

|| na (0, 00).

Dirichletova funkce

Riemannova funkce

Nezaporna schodovita funkce (Schodovita funkece je funkce tvaru Y i, a;xa,(x), kde
a; € R, A; jsou intervaly.)

SR e

Definice 19. Necht (X, A, u) je prostor s mirou a s = Zle a;x 4, je jednoducha méfitelna
funkce. Pro E € A definujeme

k
/ sdp = Z%’M(Az‘ NE).
E

i=1

Pro f: X — [0, o0] méfitelnou definujeme Lebesguetiv integrdl
/ fdp =sup {/ sdp:0<s < f s je jednoducha méfitelné} .
E E

Uloha 20. Jaky obréazek ilustruje Lebesguetiv integral?

/\/ o

Uloha 21 (©). Uréete Lebesguetv integral folf d, kde f je

L. xo vz, zeR\Q, Vo, z€Q,
2. Dirichletova funkce L @)= {07 z € Q. 5 flz) = {0, zeR\Q.

3. Xcp

Uloha 22. 7 definice odhadnété Lebesguetiv integral folx dx. Staci dolni odhad.

2 Limita posloupnosti a integral

Teorie

Véta 23 (Levi). Necht {f,} je posloupnost méfitelnych funkei na D, 0 < f; < fo < ... a
£ =Tlimy o, fn. Pak

fdpu= lim fn dp.
/l; n—oo D
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Véta 24 (Lebesgue). Necht f a {f,} jsou méfitelné funkce na D, Necht posloupnost {f,}
konverguje skoro véude k f. Necht existuje funkce g € L'(D) (majoranta) tak, Ze

|fu(2)] < lg(2)], VneN, VzeD.

fdu= lim / fn dp.
/; n—oo D
Algoritmus

1. Zafixujeme z € (a,b) a spocteme lim, o fp.
2. Jsou funkce nezaporné a posloupnost je neklesajici - pro pevné z roste v n? Levi.
3. Lze najit majorantu? Lebesgue.

(a) Lze pouzit n&jakou zakladni nerovnost? =z < 1 pro z € [0,1], |sinz| < 1,
|sinz| <zproz >0 Inz<zx—1,e*<1prox >0, (atb)®>0? Nelze zmeniit
jmenovatele, vzit jen 1 ¢len souctu?

(b) Kdyz nevis, tak derivuj: funkci g,(n), n € [1,00), podle n. Maximum je pak v ng
- bodu s nulovou derivaci nebo v krajnich bodech (tedy ng = 1 nebo v lim, ).

(c) Nenasla by se majoranta alesponi pro n > 27

4. Prohodime limitu a integral.

Potom

Priklady
1. Spoctéte lim, o (a € R, A € (0,00))
1.,..n 00 n [e'e)
x T LSinax
il B ——dx dz
W [ S W[ /
L g A e %’F e "
o l+nx o l4+nx
1 n *In(xz +n)
(c) B (%/ e+ n) e~ " cos z ddi) — 5 dr
o 1+ a2 0 1 + nex
SO WHAT DID YOU— TAKING ON TEEN VANDAIS T €€ | [ M PUMPKIN'S NAME 15 HAROLD. HE | | T CARVED AND CARVED,
o/ HEWENS Mo PYFMPKIN | | VST REALIZED THAT ALLTHE TIME. | | AND THE NEXT THING T
I CPRVED e e, || HE USED ToSPEND DAYDREAMING || KNEW T HAD 726 PUFPRINS,
) IN FACT, TL (EAVE HE NOW SPENDS WORRYING, ——
A NOTE. WARMING HELLTRY TODSTRACT HISELFLATER |0 -2 o
THEM Nor TO WITH HOUDAY
TRADIIONS, RUT S THE FOn,

OF CHOICE.

Figure 1: https://xkcd.com/804/
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