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1 Míra a Lebesgue·v integrál

De�nice 1. Nech´ A ⊂ exp(X). Systém mnoºin A se nazývá σ-algebra, pokud
1. X ∈ A,
2. A ∈ A ⇒ X \A ∈ A,
3. Ak ∈ A, k ∈ N,⇒

⋃
k Ak ∈ A.

Úloha 2. Ur£ete, zda jde o σ-algebru v prostoru X.
1. {∅, {a}, {b}, {a, b}, {b, c, d}, {a, c, d}, {c, d}, {a, b, c, d}, }, kde X = {a, b, c, d}.
2. {∅, X,A,Ac}
3. {A ⊂ X : A nebo Ac je kone£ná}
4. {A ⊂ X : A nebo Ac je spo£etná} (spo£etná znamená i kone£ná nebo ∅)
5. {(−∞, a], (a, b], (b,∞), ∅,R}

Poznámka 3. Borelovskou σ-algebrou rozumíme nejmen²í σ-algebru obsahující otev°ené mnoºiny.

Úloha 4. Ov¥°te, ºe následující mnoºiny pat°í do borelovské σ-algebry na R. (Vyjád°ete je
pomocí dopl¬k· a spo£etných (nebo kone£ných) sjednocení otev°ených mnoºin. A dopl¬k· a
sjednocení takto vzniklých mnoºin a dopl¬k· a. . . )

1. [0, 1]
2. [0, 1)
3. (0, 1]

4. N
5. R \Q
6. Q+

7. uzav°ené mnoºiny

De�nice 5. Nech´ (X,A) je m¥°itelný prostor. Mnoºinová funkce µ : A → [0,∞] se nazývá
míra, pokud není identicky rovna ∞ a je σ-aditivní, tedy

Ak ∈ A, k ∈ N, jsou po dvou disjunktní, pak µ

( ∞⋃
k=1

Ak

)
=

∞∑
k=1

µ(Ak).

Poznámka 6. Pro Lebesgueovu míru L platí, ºe intervaly jsou m¥°itelné mnoºiny a ºe za-
chovává jejich délku, tedy L((a, b)) = b − a (pro uzav°ené, polouzav°ené, polootev°ené a
degenerované intervaly to platí také). N¥kdy zna£íme také λ((a, b)) nebo |(a, b)|. Navíc platí,
ºe jestliºe A ⊂ B a L(B) = 0, tak i L(A) = 0.

Úloha 7. Ur£ete L míru mnoºiny

1. [0, 1]
2. (0, 1)
3. [2, 6)

4. [0,∞)
5. {−π}
6. Q

7. p°ímka v R2

8. Q×(R\Q) v R2
9. krychle

[0, 2] × [0, 2] ×
[0, 2]

Poznámka 8. (Podle https://www.physics.muni.cz/~tomtyc/teorfyzzaj/fraktaly_ch

aos-MSarbort.pdf.)
Cantorovým diskontinuem rozumíme mnoºinu vzniklou následujícím postupem:
1. Ozna£me C0 = [0, 1].
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2. Z této mnoºiny �vyndáme prost°ední t°etinu� - interval (13 ,
2
3). Zbylou mnoºinu ozna£me

C1, tedy C1 = [0, 13 ] ∪ [23 , 1].
3. Z interval· mnoºiny C1 op¥t vyjmeme prost°ední t°etiny. Získáme mnoºinu C2 = [0, 19 ]∪

[29 ,
1
3 ] ∪ [23 ,

7
9 ] ∪ [89 , 1].

4. Postup iterujeme, vyndaváme dal²í t°etiny a de�nujeme mnoºiny Cn.
5. Cantorovo diskontinuum je pak de�nováno jako CD =

⋂
n

Cn.

https://cs.wikipedia.org/wiki/Cantorovo_diskontinuum

Úloha 9 (P). Ur£ete míru Cantorova diskontinua.

Úloha 10. Najd¥te p°íklad mnoºiny A v R tak, aby L(A) > 0, intA = ∅.

Úloha 11 (PRAVDA � NEPRAVDA). Nech´ E je m¥°itelná mnoºina.

� Jestliºe |E| = 0, pak |E| = 0. � Jestliºe |E| = 0, pak |E| = 0.

Úloha 12 (N). Nech´ A ⊂ [0, 1], |A| > 0. Ukaºte, ºe pak existuje x, y ∈ A tak, ºe |x− y| ∈
R \Q.

Úloha 13 (PRAVDA � NEPRAVDA). 1.F Existuje nem¥°itelná mnoºina A ⊂ R taková,
ºe mnoºina B = {x ∈ A : x ∈ R \Q} je m¥°itelná.

2.Q Existují dv¥ nem¥°itelné mnoºiny (v obecném prostoru X) A a B takové, ºe A∪B jsou
m¥°itelné.

3. Nech´ A ⊂ [0, 1] je nem¥°itelná mnoºina. Uvaºujme B = {(x, 0) ∈ R2 : x ∈ A}. Pak B
je m¥°itelná podmnoºina R2.

De�nice 14. Nech´ (X,A) je m¥°itelný prostor a (Y, τ) je metrický prostor. �ekneme, ºe
zobrazení f : X → Y je m¥°itelné, jestliºe f−1(V ) ∈ A pro kaºdou V ⊂ Y otev°enou.

Úloha 15. Rozhodn¥te, zda jsou následující funkce m¥°itelné:

1. f(x) = sgnx
2. f(x) = ex

3. f(x) = ⌊x⌋
4. Dirichletova funkce

5. Riemannova funkce
6. f(x) = χA, kde A ⊂ R.

Úloha 16 (PRAVDA � NEPRAVDA). 1.3 Nech´ f : [0, 1] → R je funkce taková, ºe
mnoºina {x ∈ [0, 1] : f(x) = c} je m¥°itelná pro kaºdé c ∈ R. Pak f je m¥°itelná.

2. Existuje nem¥°itelná funkce f ≥ 0 taková, ºe
√
f je m¥°itelná.

3. Existuje nem¥°itelná funkce f taková, ºe |f | je m¥°itelná.

De�nice 17. Nech´ f : X → R je funkce. �ekneme, ºe f je jednoduchá funkce, jestliºe f(X)
je kone£ná podmnoºina [0,∞).
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Úloha 18. Rozhodn¥te, zda jde o jednoduché funkce:
1. sgnx
2. χCD

3. ⌊x⌋ na (0,∞).
4. Dirichletova funkce
5. Riemannova funkce
6. Nezáporná schodovitá funkce (Schodovitá funkce je funkce tvaru

∑n
i=0 αiχAi(x), kde

αi ∈ R, Ai jsou intervaly.)

De�nice 19. Nech´ (X,A, µ) je prostor s mírou a s =
∑k

i=1 αiχAi je jednoduchá m¥°itelná
funkce. Pro E ∈ A de�nujeme ∫

E
s dµ =

k∑
i=1

αiµ(Ai ∩ E).

Pro f : X → [0,∞] m¥°itelnou de�nujeme Lebesgue·v integrál∫
E
f dµ = sup

{∫
E
s dµ : 0 ≤ s ≤ f, s je jednoduchá m¥°itelná

}
.

Úloha 20. Jaký obrázek ilustruje Lebesgue·v integrál?

Úloha 21 (♡). Ur£ete Lebesgue·v integrál
∫ 1
0 f dλ, kde f je

1. χQ
2. Dirichletova funkce
3. χCD

4. f(x) =

{√
x, x ∈ R \Q,

0, x ∈ Q.
5. f(x) =

{√
x, x ∈ Q,

0, x ∈ R \Q.

Úloha 22. Z de�nice odhadn¥t¥ Lebesgue·v integrál
∫ 1
0 x dx. Sta£í dolní odhad.

2 Limita posloupnosti a integrál

Teorie

V¥ta 23 (Levi). Nech´ {fn} je posloupnost m¥°itelných funkcí na D, 0 ≤ f1 ≤ f2 ≤ . . . a
f = limn→∞ fn. Pak ∫

D
f dµ = lim

n→∞

∫
D
fn dµ.
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V¥ta 24 (Lebesgue). Nech´ f a {fn} jsou m¥°itelné funkce na D, Nech´ posloupnost {fn}
konverguje skoro v²ude k f . Nech´ existuje funkce g ∈ L1(D) (majoranta) tak, ºe

|fn(x)| ≤ |g(x)|, ∀n ∈ N, ∀x ∈ D.

Potom ∫
D
f dµ = lim

n→∞

∫
D
fn dµ.

Algoritmus
1. Za�xujeme x ∈ (a, b) a spo£teme limn→∞ fn.
2. Jsou funkce nezáporné a posloupnost je neklesající - pro pevné x roste v n? Levi.
3. Lze najít majorantu? Lebesgue.

(a) Lze pouºít n¥jakou základní nerovnost? x ≤ 1 pro x ∈ [0, 1], | sinx| ≤ 1,
| sinx| ≤ x pro x ≥ 0, lnx ≤ x− 1, e−x < 1 pro x > 0, (a± b)2 ≥ 0? Nelze zmen²it
jmenovatele, vzít jen 1 £len sou£tu?

(b) Kdyº neví², tak derivuj: funkci gx(n), n ∈ [1,∞), podle n. Maximum je pak v n0

- bodu s nulovou derivací nebo v krajních bodech (tedy n0 = 1 nebo v limn→∞).
(c) Nena²la by se majoranta alespo¬ pro n ≥ 2?

4. Prohodíme limitu a integrál.

P°íklady

1. Spo£t¥te limn→∞ (a ∈ R, A ∈ (0,∞))

(a)
∫ 1

0

xn

n
dx

(b)G
∫ 1

0

nx

1 + n2x2
dx

(c)
∫ 1

0

xn

1 + x2n
dx

(d)V
∫ ∞

0

xn

1 + x2n
dx

(e)
∫ A

0

ex
3

1 + nx
dx

(f)R
∫ ∞

0

ln(x+ n)

n
e−x cosx dx

(g)
∫ ∞

0
e−nx sin ax

x
dx

(h)_
∫ ∞

0
e−xn

dx

(i)
∫ 1

0

√
n3x

1 + n2x2
dx

Figure 1: https://xkcd.com/804/

�9Spo£t¥temírudopl¬ku.
�12Sporem.
�13.1UvaºujteA\B
�13.2UvaºujteAaAc

�16.1f(x)=xprox∈A,Ajenem¥°itelná,jinak
f(x)=−x.

�(1b)g(x)=1/2
�21Leb.∫nezávisínaspo£etn¥mnohabodech.
�(1d)Roztrhn¥te,voltemajorantuaºpron≥2

�(1f)Pouºijteodhad
ln(x+n)

n<
x+n
n≤(1+x)

�(1h)Odhadujtezvlá²´(0,1)a(1,∞)
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