2. cviceni — Absolutni konvergence integréalu 2
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Piiklady

1. VySetfete absolutni konvergenci integrala (« € R):

(a) /Osm<sirlm> dz

Reseni: Integral konverguje ze SK: |f(z)| < 1 na [0, 5.

Wl

1
(b) /xalog(l—&—x)sina:dx
0

Regeni: Funkce je spojita na (0,1]. U0 LSK s g(z) = 2% - - . Mame folxo‘+2 dz
konverguje pravé tehdy, kdyz a4+ 2 > —1, tedy a > —3.

r*log(1 4 x)sinx voarL

lim 1-1-1€(0,00).
z—0+ z¥-x-x
ZAver: fo z) konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje fo ), COZ je pravé pro

a > —3.
1
1 -1
(c) / cos Ve dz
0 ZE\/E \/5
Regeni: Funkce f je spojita na (0, 1], podezfely bod je tedy 0. PfepiSeme a pak
substituujeme y = T -1, dy=— x_3/2

1 1 00

1 -1 1

/ cosﬁ ‘ dz = / COS< 1>‘ de/ 2| cosy| =
0 TV Vo VT 1

Zévér: integral diverguje.

(d) /1‘51€xdl’
0

Regeni: Problematické body: 0 a co.
s—1

Ve

U 0 srovname s g(z) =z

xs—le—m

llm 71:1
r—0+ x5

Protoze fo x) konverguje pravé tehdy, kdyz s > 0, tak i fo x) konverguje praveé
tehdy, kdyz s > 0.
U 0o srovname s g(z) = eze @ = ¢ 2.
s—1,—x
lim = =o.

=00 e2e T

Protoze flooe_% konverguje (Ize upo&itat), tak konverguje i [~ f(x).
Zavér: integral konverguje pro vSechna s > 0.
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(e) / e " dg

Regeni: Pro o < 0 mame e~**> > 1. Ze SK tedy plyne, ze fooof(x) > foool = 00.
Navic [7 f(z) =2[,° f(z). Tedy diverguje.
Pro a > 0 mame: f(x) je spojita na [0, 1]. Na intervalu [1,00) mame SK:

fz) <e™™,

kde [“e™" konverguje. Integral [ f(z) konverguje ze sudosti funkce f(z).
Zavér: Integral konverguje pravé pro a > 0.
W [t
o log®
Reseni: U 0 LSK s g(z) = (log 1)~ = (—logz) ™.
arccos xr
log® % ™

lim ———*— = — .
it (log i)_a 2 € (0,00

1 1
Tedy [, konverguje pravé tehdy, kdyZz konverguje [? g(x). Ted LSK s h(z) = ﬁ:
log® &
lim —2Z =
rz—0+ ﬁ

1 1
(ze gkaly). Protoze [} h(z) konverguje, tak konverguje i pivodni [ f(z) pro
a e R.

U 1l: LSK s g(z) = (1_1;)92 =(1- x)%—oﬂ

arccos r

i 2~ /5.1
e Ve | VOh
(i—z)

Tedy f;l f(z) konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje integral fll g(x), coz je pravé
2 2

pro % — a > —1 (Ize pfimo upocitat).

Zévér: Konverguje pravé tehdy, kdyz a < %

™

(g) /2 log(cos x) tan® x dz
0

Reseni: Nejprve piepiseme

sin® x
log(cos z) tan® & = log(cos
&(cos ) tan" & = log(cos )
U 0 srovname s g(x) = (1 — cosx)z®.
log(cos z) | 222z
lim 085Dy _

a—0+ (1 — cosz)x®

Nasledné srovname LSK funkci g(z) s funkei g(z) = 222,

. (I—=cosx)z® 1
lim ————— ==
0+ x2x 2
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Tedy [, f(x) konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje [;* g(z), coz plati pravé pro
24+a>—1, tedy a > —3.

U 7§ srovname s funkei g(x) = log(cos ) sin o

cos*x”’

sin® x
cos®x __ 1
sinz ~
cos*x

. log(cosx)
lim
a—%— log(cos x)

Déle vySetiime integral

cos® x

/2 log(cos x) Sy
T

po substituci y = cosx

V212 log(y)
0 Y
Tento integral ale konverguje pravé pro a < 1.
Zavér: puvodni integral konverguje pro a € (—3,1).

(h) / 25 HinzFe 2 dx
0
Regeni:
Problematické body: 0, 1, co.
U 0: LSK s g(x) = 257 Inz|*.

257 Inz|Fe~®

lim =1.

=0+ x5~ HInz|k
1 1
Tedy [ f konverguje pravé tehdy, kdyZ konverguje [> g. CoZ je prave tehdy, kdyz
(s—1>-1,keR)V(s—1=—-1,k<—1)neboli (s >0,k eR)V(s=0,k < —1).
U 1 zleva: srovname s g(x) = |z — 1|*:
z* HinzFe ™ 1

lim =~ =~
x—lgl— |.CU— 1|k e

Tedy [ %1 [ konverguje pravé tehdy, kdyZz konverguje [ %1 g. Coz je prave tehdy, kdyz

E>—1.
U 1 zprava provedeme analogicky a vyjde, zZe f13 f konverguje pravé tehdy, kdyz
k> —1.

U co: Srovname s g(z) = 2% lake 2.

571 Inz|Fe=®

lim =0.

00 pS—lgke—z
> © s—1+k_ —x : : / ia s [©
Protoze f3 T e~ * konverguje pro libovolné s, k, tak konverguje i fg f-

Zavér: Integral fooof konverguje pravé tehdy, kdyz (s > 0,k > —1).

2. Priklady z loniska: VySetfete absolutni konvergenci integrali, «,3,a,b,k,p,q,s € R,
n € N:
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us

(a) /2 tg® xdx
0

ReSeni: Problematické body 0 i 3
U 0 srovname s g(x) = z™:

t [0
lim =% =1,
z—0+ %
Tedy dle LSK fo x) konverguje pravé pro a > —1.
U § srovname s g(z ) = (5 —z)~
t e
lim 2

z—Z— (% — $)7a

Tedy [7# f(z) konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje f 2 ) Ten ale konverguje
4

pravé pro a < 1 (Ize upoéitat).

Zaver: integral konverguje pravé pro a € (—1,1).

< | lnz|®
(b) /0 1+ xk do

Regeni: Problematické body: 0, 1, co. Budeme tedy vysetfovat integraly
% 1 e 00
@+ [ @ [ r@ [T
0 1 1 e
U 0:

e k>0LSK s g(z) = |Inz|* Pak

In x|

e 1, k>0
1 =

z—0+ |Inz|® 3., k=0

Protoze fo x) konverguje pro o € R, tak z LSK konverguje i fo
ok<OISng() el® Pak

| In z|* k

lim e T ! =1
0+ \1n$|“ 1+2F k41
iL'
Protoze fo x) konverguje pro k,a € R, tak z LSK konverguje i fo
Zatim mame: u 0 konverguje pro viechna k,« € R.
U 1: srovname s g(z) = |1 — x|
|Inz|*
lim — 2t — L
z—1— ‘1 — .’E‘a 2
Protoze f1 x) konverguje pro a > —1, tak z LSK i fl x) konverguje pravé pro
a > —1.
U 1 zprava srovname se stejnou funkci a téz vyjde, Ze fle f(z) konverguje pro
a > —1.
U oc:
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|In z|*
xk

In x|
li |1+a:|k o 1, k? > 0
T—00 |h;z:|a %, k=0

e k> 0: Srovname s g(x) =

Navic [T g(x) konverguje pravé tehdy, kdyz (k> 1,a e R)V (k =1, < —1).
Z LSK pak stejné konverguje i feoo f(x), tedy pro (k> 1L,a e R)V(k=1,a <
-1).
e k < 0. Srovname s g(z) = |Inz|*.
|Inz|*™

lim 2 =
z—o0 | In z|*

Ale [7° g(x) nekonverguje pro zadné a € R.
Zaver: [° f(x) konverguje pravé tehdy, kdyz k > 1 a zaroven o > —1.

2 x
e
/dx
1 Va2 -1

Regeni: Srovname s g(z) = —2

z—1"
6.’1?
Jim YZoL €
T =
r—1—
vVr—1 \/5

ProtoZe f12 g(z) konverguje, tak konverguje i ptivodni ff f(x).
oo
(d) / 2% arctan” x dz
0
Reseni: U 0 srovname s g(x) = 227

. z%arctan® x
lim ——m =
z—0+ zot+h

Mame folg(x) konverguje pravé pro a+ 8 > —1, z LSK i folf(a;) konverguje prave
proa+ (> —1.
U oo srovname s x.

lim ——— =
T—00 xr&

x® arctan” (71')/8
2

7 LSK pak [ f(z) konverguje pravé pro oo < —1.

Zéaver: fooof(a:) konvergence pravé pro a < —1 a zaroven —1 < o + .

2 arctan(z — 1)
© [ T

Reseni: Problematicky bod: 1. Srovname s g(z) = (xfj/lg)p—
arctan(z—1)
lim VP,
T Ve
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Zbyva vysettit konvergenci integrilu f12 @ fi/lb%)p' Upravime na

r—1 -1 (Ji-D(ETD (VE+1)

(@—vop  (Vopr(Vz-1r  (Vap(z-1r  (Vop(Vz -1

Srovname s h(x) = 7z L

z—1)p—1°
(vz+1)
lim GaP(Vz-1)r—t 2
z—1+4+ 1
(Vz—1)p~1

Posledn{ integral upravime substituci y = y/z, dy = % .

2 1 VR oy
vl e

Posledni integrél konverguje pravé pro p — 1 < 1 (srovnéme s (y — 1)17P).

s

Zaver: f12 f(z) konverguje pravé pro p < 2.
/é arcsin(x? + %)
o xln?(l+x)
_ a’4a?

ReSeni: U 0 srovname s g(z) = “ 7.

arcsin(z24x?)

. zIn?(1+z
lim —2m s g
z—0+ i il
xz-x2

Daéle mame

%xQ—I—x?’ %1
/ 3 d:c:/ —+1der =
0 T 0o

1
Z LSK tedy plyne, ze i [ f(z) diverguje.
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