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P°íklady

1. Vy²et°ete absolutní konvergenci integrál· (α ∈ R):

(a)

∫ π
2

0
sin

(
1

sinx

)
dx

�e²ení: Integrál konverguje ze SK: |f(x)| ≤ 1 na [0, π2 ].

(b)

∫ 1

0
xα log(1 + x) sinx dx

�e²ení: Funkce je spojitá na (0, 1]. U 0 LSK s g(x) = xα · x · x. Máme
∫ 1
0 x

α+2 dx
konverguje práv¥ tehdy, kdyº α+ 2 > −1, tedy α > −3.

lim
x→0+

xα log(1 + x) sinx

xα · x · x
V OAL
= 1 · 1 · 1 ∈ (0,∞).

Záv¥r:
∫ 1
0 f(x) konverguje práv¥ tehdy, kdyº konverguje

∫ 1
0 g(x), coº je práv¥ pro

α > −3.

(c)

∫ 1

0

1

x
√
x
cos

√
x− 1√
x

dx

�e²ení: Funkce f je spojitá na (0, 1], podez°elý bod je tedy 0. P°epí²eme a pak
substituujeme y = 1√

x
− 1, dy = −1

2x
−3/2.∫ 1

0

1

x
√
x

∣∣∣∣cos √x− 1√
x

∣∣∣∣ dx =

∫ 1

0

1

x
√
x

∣∣∣∣cos( 1√
x
− 1

)∣∣∣∣ dx =

∫ ∞

1
2| cos y| = ∞.

Záv¥r: integrál diverguje.

(d)

∫ ∞

0
xs−1e−x dx

�e²ení: Problematické body: 0 a ∞.

U 0 srovnáme s g(x) = xs−1.

lim
x→0+

xs−1e−x

xs−1
= 1.

Protoºe
∫ 1
0 g(x) konverguje práv¥ tehdy, kdyº s > 0, tak i

∫ 1
0 f(x) konverguje práv¥

tehdy, kdyº s > 0.

U ∞ srovnáme s g(x) = e
x
2 e−x = e−

x
2 .

lim
x→∞

xs−1e−x

e
x
2 e−x

= 0.

Protoºe
∫∞
1 e−

x
2 konverguje (lze upo£ítat), tak konverguje i

∫∞
1 f(x).

Záv¥r: integrál konverguje pro v²echna s > 0.
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(e)

∫ ∞

−∞
e−αx2

dx

�e²ení: Pro α ≤ 0 máme e−αx2 ≥ 1. Ze SK tedy plyne, ºe
∫∞
0 f(x) ≥

∫∞
0 1 = ∞.

Navíc
∫∞
−∞ f(x) = 2

∫∞
0 f(x). Tedy diverguje.

Pro α > 0 máme: f(x) je spojitá na [0, 1]. Na intervalu [1,∞) máme SK:

f(x) ≤ e−αx,

kde
∫∞
1 e−αx konverguje. Integrál

∫∞
−∞ f(x) konverguje ze sudosti funkce f(x).

Záv¥r: Integrál konverguje práv¥ pro α > 0.

(f)

∫ 1

0

arccosx

logα 1
x

dx

�e²ení: U 0 LSK s g(x) = (log 1
x)

−α = (− log x)−α.

lim
x→0+

arccosx
logα 1

x

(log 1
x)

−α
=

π

2
∈ (0,∞).

Tedy
∫ 1

2
0 konverguje práv¥ tehdy, kdyº konverguje

∫ 1
2
0 g(x). Ted LSK s h(x) = 1√

x
:

lim
x→0+

logα 1
x

1√
x

= 0

(ze ²kály). Protoºe
∫ 1

2
0 h(x) konverguje, tak konverguje i p·vodní

∫ 1
2
0 f(x) pro

α ∈ R..
U 1: LSK s g(x) =

√
1−x

(1−x)α = (1− x)
1
2
−α.

lim
x→1−

arccosx
logα 1

x√
1−x

(1−x)α

=
√
2 · 1.

Tedy
∫ 1

1
2
f(x) konverguje práv¥ tehdy, kdyº konverguje integrál

∫ 1
1
2
g(x), coº je práv¥

pro 1
2 − α > −1 (lze p°ímo upo£ítat).

Záv¥r: Konverguje práv¥ tehdy, kdyº α < 3
2 .

(g)

∫ π
2

0
log(cosx) tanα x dx

�e²ení: Nejprve p°epí²eme

log(cosx) tanα x = log(cosx)
sinα x

cosα x

U 0 srovnáme s g(x) = (1− cosx)xα.

lim
x→0+

| log(cosx)| sinα x
cosα x

(1− cosx)xα
= 1 · 1 · 1

Následn¥ srovnáme LSK funkci g(x) s funkcí g(x) = x2xα.

lim
x→0+

(1− cosx)xα

x2xα
=

1

2
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Tedy
∫ π

4
0 f(x) konverguje práv¥ tehdy, kdyº konverguje

∫ π
4
0 g(x), coº platí práv¥ pro

2 + α > −1, tedy α > −3.

U π
2 srovnáme s funkcí g(x) = log(cosx) sinx

cosα x .

lim
x→π

2
−

log(cosx) sin
α x

cosα x

log(cosx) sinx
cosα x

= 1.

Dále vy²et°íme integrál ∫ π
2

π
4

log(cosx)
sinx

cosα x
dx

po substituci y = cosx ∫ √
2/2

0

log(y)

yα
dy

Tento integrál ale konverguje práv¥ pro α < 1.

Záv¥r: p·vodní integrál konverguje pro α ∈ (−3, 1).

(h)

∫ ∞

0
xs−1| lnx|ke−x dx

�e²ení:

Problematické body: 0, 1, ∞.

U 0: LSK s g(x) = xs−1| lnx|k.

lim
x→0+

xs−1| lnx|ke−x

xs−1| lnx|k
= 1.

Tedy
∫ 1

2
0 f konverguje práv¥ tehdy, kdyº konverguje

∫ 1
2
0 g. Coº je práv¥ tehdy, kdyº

(s− 1 > −1, k ∈ R)∨ (s− 1 = −1, k < −1) neboli (s > 0, k ∈ R)∨ (s = 0, k < −1).

U 1 zleva: srovnáme s g(x) = |x− 1|k:

lim
x→1−

xs−1| lnx|ke−x

|x− 1|k
=

1

e
.

Tedy
∫ 1

1
2
f konverguje práv¥ tehdy, kdyº konverguje

∫ 1
1
2
g. Coº je práv¥ tehdy, kdyº

k > −1.

U 1 zprava provedeme analogicky a vyjde, ºe
∫ 3
1 f konverguje práv¥ tehdy, kdyº

k > −1.

U ∞: Srovnáme s g(x) = xs−1xke−x.

lim
x→∞

xs−1| lnx|ke−x

xs−1xke−x
= 0.

Protoºe
∫∞
3 xs−1+ke−x konverguje pro libovolné s, k, tak konverguje i

∫∞
3 f .

Záv¥r: Integrál
∫∞
0 f konverguje práv¥ tehdy, kdyº (s > 0, k > −1).

2. P°íklady z lo¬ska: Vy²et°ete absolutní konvergenci integrál·, α, β, a, b, k, p, q, s ∈ R,
n ∈ N:
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(a)

∫ π
2

0
tgα x dx

�e²ení: Problematické body 0 i π
2 .

U 0 srovnáme s g(x) = xα:

lim
x→0+

tanα x

xα
= 1.

Tedy dle LSK
∫ π

4
0 f(x) konverguje práv¥ pro α > −1.

U π
2 srovnáme s g(x) = (π2 − x)−α.

lim
x→π

2
−

tanα x

(π2 − x)−α
= 1.

Tedy
∫ π

2
π
4
f(x) konverguje práv¥ tehdy, kdyº konverguje

∫ π
2
π
4
g(x) Ten ale konverguje

práv¥ pro α < 1 (lze upo£ítat).

Záv¥r: integrál konverguje práv¥ pro α ∈ (−1, 1).

(b)

∫ ∞

0

| lnx|α

1 + xk
dx

�e²ení: Problematické body: 0, 1, ∞. Budeme tedy vy²et°ovat integrály∫ 1
2

0
f(x) +

∫ 1

1
2

f(x) +

∫ e

1
f(x) +

∫ ∞

e
f(x)

U 0:

� k ≥ 0 LSK s g(x) = | lnx|α. Pak

lim
x→0+

| lnx|α
1+xk

| lnx|α
=

{
1, k > 0
1
2 , k = 0

Protoºe
∫ 1

2
0 g(x) konverguje pro α ∈ R, tak z LSK konverguje i

∫ 1
2
0 f(x).

� k < 0 LSK s g(x) = | lnx|α
xk . Pak

lim
x→0+

| lnx|α
1+xk

| lnx|α
xk

=
xk

1 + xk
=

1

x−k + 1
= 1

Protoºe
∫ 1

2
0 g(x) konverguje pro k, α ∈ R, tak z LSK konverguje i

∫ 1
2
0 f(x).

Zatím máme: u 0 konverguje pro v²echna k, α ∈ R.
U 1: srovnáme s g(x) = |1− x|α.

lim
x→1−

| lnx|α
1+xk

|1− x|α
=

1

2

Protoºe
∫ 1

1
2
g(x) konverguje pro α > −1, tak z LSK i

∫ 1
1
2
f(x) konverguje práv¥ pro

α > −1.

U 1 zprava srovnáme se stejnou funkcí a téº vyjde, ºe
∫ e
1 f(x) konverguje pro

α > −1.

U ∞:
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� k ≥ 0: Srovnáme s g(x) = | lnx|α
xk .

lim
x→∞

| lnx|α
1+xk

| lnx|α
xk

=

{
1, k > 0
1
2 , k = 0

Navíc
∫∞
e g(x) konverguje práv¥ tehdy, kdyº (k > 1, α ∈ R)∨ (k = 1, α < −1).

Z LSK pak stejn¥ konverguje i
∫∞
e f(x), tedy pro (k > 1, α ∈ R) ∨ (k = 1, α <

−1).

� k < 0. Srovnáme s g(x) = | lnx|α.

lim
x→∞

| lnx|α
1+xk

| lnx|α
= 1

Ale
∫∞
e g(x) nekonverguje pro ºádné α ∈ R.

Záv¥r:
∫∞
0 f(x) konverguje práv¥ tehdy, kdyº k > 1 a zárove¬ α > −1.

(c)

∫ 2

1

ex√
x2 − 1

dx

�e²ení: Srovnáme s g(x) = 1√
x−1

.

lim
x→1−

ex√
x2−1
1√
x−1

=
e√
2
.

Protoºe
∫ 2
1 g(x) konverguje, tak konverguje i p·vodní

∫ 2
1 f(x).

(d)

∫ ∞

0
xα arctanβ x dx

�e²ení: U 0 srovnáme s g(x) = xα+β .

lim
x→0+

xα arctanβ x

xα+β
= 1.

Máme
∫ 1
0 g(x) konverguje práv¥ pro α+ β > −1, z LSK i

∫ 1
0 f(x) konverguje práv¥

pro α+ β > −1.

U ∞ srovnáme s xα.

lim
x→∞

xα arctanβ x

xα
=

(π
2

)β
.

Z LSK pak
∫∞
1 f(x) konverguje práv¥ pro α < −1.

Záv¥r:
∫∞
0 f(x) konvergence práv¥ pro α < −1 a zárove¬ −1 < α+ β.

(e)

∫ 2

1

arctan(x− 1)

(x−
√
x)p

dx

�e²ení: Problematický bod: 1. Srovnáme s g(x) = x−1
(x−

√
x)p

.

lim
x→1+

arctan(x−1)
(x−

√
x)p

x−1
(x−

√
x)p

= 1.
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Zbývá vy²et°it konvergenci integrálu
∫ 2
1

x−1
(x−

√
x)p

. Upravíme na

x− 1

(x−
√
x)p

=
x− 1

(
√
x)p(

√
x− 1)p

=
(
√
x− 1)(

√
x+ 1)

(
√
x)p(

√
x− 1)p

=
(
√
x+ 1)

(
√
x)p(

√
x− 1)p−1

Srovnáme s h(x) = 1
(
√
x−1)p−1 .

lim
x→1+

(
√
x+1)

(
√
x)p(

√
x−1)p−1

1
(
√
x−1)p−1

= 2

Poslední integrál upravíme substitucí y =
√
x, dy = 1

2 · 1√
x
.

∫ 2

1

1

(
√
x− 1)p−1

dx =

∫ √
2

1

2y

(y − 1)p−1
dy

Poslední integrál konverguje práv¥ pro p− 1 < 1 (srovnáme s (y − 1)1−p).

Záv¥r:
∫ 2
1 f(x) konverguje práv¥ pro p < 2.

(f)

∫ 1
2

0

arcsin(x2 + x3)

x ln2(1 + x)
dx

�e²ení: U 0 srovnáme s g(x) = x2+x3

x·x2 .

lim
x→0+

arcsin(x2+x3)

x ln2(1+x)

x2+x3

x·x2

= 1.

Dále máme ∫ 1
2

0

x2 + x3

x3
dx =

∫ 1
2

0

1

x
+ 1dx = ∞

Z LSK tedy plyne, ºe i
∫ 1

2
0 f(x) diverguje.

Teorie míry a integrálu, 2022/23, Kristýna Kuncová 6


