1. cviceni — Absolutni konvergence integralu
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Priiklady

1. VySetfete absolutni konvergenci integralia (n € N, a, a,b,p,q € R):

(a) /01 tjrg dz

Regeni: Funkce je spojita na (0,1], u 0 limitné srovname s g(z) = = = ﬁ
Méame
tanz
Jim. Vil — 1€ (0,00).
Va3

ProtoZe integral folﬁ konverguje, tak z LSK konverguje i zadany integral.

2 ex
b d
(b) /1962_1 .

ReSeni:

. e

hm . = —

r—14+ —_— 2
r—1

Protoze ff —L = 0o (Ize p¥imo upoéitat), z LSK plyne i divergence ff f(z).

oo

(c) / a3t Ve 4y
0

Regeni: Provedeme substituci y = /z, dy = ﬁ dzx:

/ 3 e VE dr = 2/ y_1/2e_y dy
1 1

Na intervalu (0,00) je funkce spojita a nezaporna. Roztrhneme na integraly fol +

S

: . ’ _ 1
U 0: srovname s funkci g(y) = i
a7 1
Yy
lim <% = Jim — =1 ¢ (0,00)
y—0+ 7 y—0+ e¥

1
Vyer:

Protoze folﬁ dy konverguje (lze spocitat), konverguje z LSK i fol
U oo: Pouzijeme SK, pro y > 1 méame

1 1

< —

\/gey — ey ’

Protoze [;e™¥dy konverguje, tak ze SK konverguje i [;°

1

Zavér: ptvodni integral Konverguje.
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1 1
_ .2
/ T lnxdx—/ e~ T g,
0 0

Funkce je spojita na (0, 1] a plati

lim e~ 0°® = .
z—0+
Funkei lze tedy spojité rozsifit na (omezeny) interval [0, 1] a tedy integréal konver-
guje.
*arcta
@)/‘fmmm
0 "
ReSeni:
e p =0, pak f =0 a integral konverguje.
e p>0,pak u 0 LSK s g(z) = E;.

:E’VL
arctan pr
. n
lim —2&— =1,

tedy folf(m) konverguje < folp:nk” konverguje < 1 —n > —1 &< 2> n.
U oo LSK s g(z) = 2

xn
arctan px
. n
lim —— = 1.
T—00 2
xn

Tedy [;°f(x) konverguje & [“2~™ konverguje & —n < —1, tedy n > 1.
Tedy [, f(z) nekonverguje pro zadné n € N.

arctan px *®arctan |p|z
/’19®:_/WIM,
0 0

x" ™

e prop <0 je

tedy jsme konvergenci integralu pfevedli na piedchozi pripad.
Dohromady i f(x) konverguje pro p =0 a n € N. Jinak diverguje.

O [, e

Reseni: Funkce je spojita na (0, 7). Problematické body: 0 a 7.

. |In x|
. Srovinam = .
U 0: srovname s g(x) e
In(sin x)
lim TVsinx | 1
=0+ [Inz| '
V3

Protoze [) |Inz|z73/2 = co (2 tabulky nebo odvodime), tak u 0 diverguje i nas
ptivodni integral. U 7 tedy uz nemusime vySetfovat.

Zavér: diverguje.
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Xxr —sinx
(2) /0 le’

Regeni: Funkce spojitda na (0,00). U 0 srovname s g(z) = o (uhodneme z
Taylorova rozvoje funkce x — sin z).

xr—sinx 1

lim = ¢ (0,00).
z—0+ i% 6 (’ )

Tedy [, g: z=sir ; [SK konverguje pravé tehdy, kdyZ konverguje fo 3P, Tedy pravé
tehdy, kdyz 3 —p > -1 & p < 4.

U oo: srovname s funkci g(z) = 5.

xP
r—sinx .
. . sSinx
lim “;p = lim 1— =1-0
rz—0+ e z—0+ T

7 LSK tedy konverguje pravé tehdy, kdyz flooxl_p konverguje, coz je & 1—p < —1
& 2 < p.
Zéveér: Integral konverguje < 2 < p < 4.

™

2
(h) / sin® z cos? x dz
0
Reseni: U 0 srovname s g(z) = aP:

sin? x cos? x
im ——— =
z—0+ xP

)

tedy fo x) konverguje < f P konverguje & p > —1.
U3 LSKSg( r) = (5 —x).
sin® x cos? x

lim TR E
s (G—a)

tedy [# f(z) konverguje < f (5 —x)? konverguje. Lze upotitat nebo substituovat
4
a vyjde, zZe 1ntegra1 konverguje & q>—1.
Zéaver: fo z) konverguje < (p > —1 A ¢ > —1).
& 1
(i) / sin? — dz
1 X
Reseni: U oo: LSK s g(z) = x%
21
sin® =
lim ——* =1.
T—oo =
X

Protoze [;“z~? konverguje, konverguje i [ f(x).

) ©gin L arctan x
() —f——dz
0 X

Regeni: Funkce je spojitd na (0, 00).
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xsin% N |
—Slnx

U 0: srovname s g(z) = —
sin % arctan x
lim —2 —— =1¢€(0,00).
z—0+ xsin
x

Navic fol sin% konverguje, protoZe |sin %\ < 1 a integral omezené a spojité funkce

(na [0, 1]) konverguje.

U oo: % — 04, tedy sin% »se chova jako® sin u 0. Budeme tedy srovnévat s funkci
1=

g(z) = =2 = ;5. LSK:

T

sin % arctan x

lim —%——=1.
T—00

8 =
ME]

T

1
o oosm arctan x
Protoze [°- konverguje, konverguje i [°=—=——"-=d
Zéveér: puvodni integral konverguje.
T sin ( 1

COS.’L’) dx

Jo NG
ReSeni: Ze SK:

1
sin ——— 1

Ve |T Ve

Protoze foﬂ ﬁ konverguje, konverguje i nas integral.

A
o Vilog(i+e?)
Resgeni: U 0: LSK s g(z) = %:
1
g SR - s € 0)
z

Protoze folﬁ konverguje, tak z LSK konverguje i folf(az)

U oco: funkce 14 e* | se chova jako“ e®, tedy LSK s g(x) = m =z 73/2,
1
lim VR gy T gy T
T—00 G z—oo log(l 4+ e¥)  az—oo loge®(e ™ + 1)
1
= hm '1" h _—— =1

z—o0  + log(e=* + 1) w00 | 4 log(e=*+1)

X
Navic integral foox_3/2 konverguje, tedy z LSK konverguje i [ f ()
Zaver: [° f(x) konverguje.

(m) /000 sin (\/ x4+ 1 — :UO‘) dz

ResSeni: U oo: upravime odmocniny:

1
Vvae +1—z¢
1/xQOz_i_ 1+ x@
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Pro o > 0 srovname s g(z) = 2.

1

3 1 . 1
Sl ——— sin
hm @ — hm \/332a+1+$04 . \/$2a+1+$a . 1
T—00 L oS 1 9
v Vz2a 414z T«

Tedy z LSK floof(:z:) konverguje pravé tehdy, kdyz o > 1.

Pro a < 0 srovname s g(z) = 1.

Sin(w’:m"'l_xa) sin 1 a<0
- sin(v2-1), a=0.

lim
200 1
Z LSK tedy [;*f(x) pro a < 0 diverguje.
U 0 sta¢i uvazovat a > 1. Ale pro takové « je f(x) spojitd na [0, 1], tedy integral
konverguje.
Zaver: [7° f(x) konverguje < a > 1.

2. Vysetfete absolutni konvergenci integralt («, a,b,p,q € R):

> 1
@ [ e deD
0 3 +1

ResSeni:
Na intervalu [1,00) srovndme s funkci 2.

—_

3
lim T :hmT
— = —
T—»00 p T—=00 A/ 2 4+ 1

3
W)
+
=
|
—_
m
=
g

Protoze [[°1 diverguje, diverguje i [°f.
1 2
In(1
(b) / B+ 4, k
0 1 +x

Regeni: Konverguje, protoze jde o spojitou funkci na uzavieném omezeném inter-
valu.
<
(c) /0 Y dr K
Regeni: Na intervalu [0, 1] jde o spojitou funkci na omezeném a uzavieném inter-
valu, tedy konverguje.
Na [1,00) uzijeme LSK s 5.

lim L =1 € (0,00).
x

Protoze floo x—lg konverguje, konverguje i piivodni integral.

1
(d) /0 P71 —2)7 1t da

ResSeni:
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1
L fZaP (1 — ) de
Budeme srovnavat LSK s zP~ 1. 1:

p—1(1 _ p)a—1
lim Gl Gk = lim(1—2)7!' =1 € (0,00)
z—0 2Pl z—0

Tedy nas integral konverguje pravé tehdy, kdyz p — 1 > —1, tedy pro p > 0.
ii. fll P11 — )t da

2

U jednicky srovname LSK s 1- (1 —z)4~ 1. Mame

p—1(1 — )21
i DT e (0,00)
r—1— (1 — x)q_l r—1—

Tedy nas integral u jednicky konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje integral
fll(l — 2)97 1. Pfevedeme substituci y = 1 — a:
2

; :
/1 (1— )it = / Y dy,
5 0

ktery konverguje pravé pro ¢ — 1 > —1, tedy pro ¢ > 0.

1
Zaver: [2 xP~1(1 — x)971 dz konverguje pravé tehdy, kdyz p,q > 0.

0 vy
(e) / Y dx
0 1 —+ x4

Regeni:
.l gp
L Jo thee do
A. g >0: "1 je silngjsi nez 9" Srovnavame s funkci %, tedy
xP

o Tad . 1 1 >0
lim 22 = lim _ 1
z—0 P z—0 14 24 %, q=0.

Tedy nas integral konverguje pravé tehdy, kdyz p > —1.

B. ¢ < 0: "2 je siln&js{ nez 1"
P

Srovnavame s funkci 75, tedy

q . € .
et — i = lim ———
z—0 % z—0 1+ x4 z—=01+4+ x4

Tedy nas integral konverguje pravé tehdy, kdyz p —q > —1.
.. foo xP d
i ;" i de

A. ¢ >0: "z7 je silngjsi nez 1"

Srovnavame s funkci %7 tedy
P
N i x4 1 >0
lim 1';:'3‘1 = lim =4, q
z—oo 7T z—oo 1 4+ x4 5, 4= 0.

Tedy nas integral konverguje pravé tehdy, kdyz p — q < —1.
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. R ERTIV - P + xP
B. ¢ < 0: "1 je silngjsi nez x?" Srovnavame s funkci %-, tedy
xP
. q .
lim A = lim =1
x—o0 P z—o00 1 4+ x4

Tedy nés integral konverguje pravé tehdy, kdyz p < —1.

Zavér: fooo % dz konverguje pravé tehdy, kdyz

(=0 & p>-1 & p—qg<-1)
Vig>0 & p<—-1 & p—g>-1)

Lze zapsat i jako:
(g>p+1 & p>-1)
Vig<p+1l & p<-—1)

o0
() / e V¥ dx
0
Regeni: Aplikujeme substituci y = V. Pak

o0 [o.¢]
/ e Vidy = 2/ ye Y,
0 0

coz je ale konvergentni integral.

(g) /OO(W — 2arctanx)* dx
I{)eéeni:
i. /1(77 — 2arctanz)® dz
F?mkce je na intervalu [0, 1] spojita. Konkrétné

lim (7 — 2arctanx)® = 7.
z—0+

Spojita funkce na omezeném uzavieném intervalu — integral je konvergentni.

o0
ii. / (m — 2arctanx)® dx
1

U oo srovname s x~ <

— 2arctan z)®
lim (T 28rctan®)® oo (0, 00).

T—00 r—«

Na&s integral tedy konverguje pravé pro —a < —1, tedy o > 1.
Zévér: Puvodni integral tedy konverguje pravé pro —a < —1, tedy a > 1.
+0o0o a
arccot® x
(h) / — —dx
0 X

Integrand f je nezdporna funkce, staci tedy vySetfovat absolutni konvergenci. K
tomu pouzijeme limitni srovnavaci kritérium a rozklad

T arccot® L arccot® z T arccot?
0 T 0 €T 1 x
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Ma-li totiz (absolutné) konvergovat integral vlevo, pak také konverguji (absolutné)
oba integraly vpravo (integrujeme pfes mensi mnozinu). Naopak, pokud (abso-
lutné) konverguji integraly vpravo, pak také konverguje (absolutné) integral vlevo
(existenci integralii je zaruCena existence primitivni funkce na celém intervalu i
kone¢nost integralu).

Vysgetiujme nyni (absolutni) konvergenci integralu

L arccot®
b dx
0 xXr

a . ey, , 4 >
Funkce % je spojita a nezaporna na (0, 1], a protoze
arccot® x
. b .
lim —%— = lim arccot”z = (7/2)"
z—0+ = rz—0+
x

je (absolutni) konvergence vy8etfovaného integralu ekvivalentni (absolutni) konver-
genci integrilu
1
1
o T

P#mym vypoctem se pfesvédcime, Ze tento integral konverguje pro b < 1.
Vy8etiujme nyni (absolutni) konvergenci integralu

* arccot® x
b dx
1 X

a . ey, 2 ~ v
arccot’ * je spojitd a nezdpornd na [1,+00), a protoze

Funkce 5
xT

lim xarccotx =1,

r—r+00
plati takeé, ze
arccot?® x
. b .
lim —%— = lim 2%arccot”z =1,
r—r-+00 r—0+
xa+b

a tudiz je (absolutni) konvergence vySetfovaného integrélu ekvivalentni (absolutni)

konvergenci integralu
too 1
—d
/1 ratb x

P¥mym vypocltem se presvédéime, Zze tento integril konverguje pro a +b > 1 a
diverguje jinak.
Zaver: Integral konverguje (absolutné), pokud 1 > b > 1 — a. Jinak diverguje.

400 T
(i) / arctan — In® x dx
1 xTe + 1
Regeni:
Integrand je nezdporny, staci vySetfovat absolutni konvergenci.
Na pravém okoli jednicky je

arctan nz=In(1+(x—-1)) =~ (z—-1)

x ~
22412
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(jak dostaneme pouzitim Taylorova rozvoje logaritmu v nule). Odtud plyne, ze
konvergence integralu
2
[ @
1

je podle limitnfho srovnavactho kritéria ekvivalentni konvergenci integralu

/12(9[; 1) da

a pouzitim substituce y = x — 1 dostaneme, Ze tento je ekvivalentni integralu

1
/ y*dy
0

Posledni integral konverguje, a to absolutng, pro a > —1.
Naopak na okoli nekone¢na je

1

arctan ——— ~ —
2+1 =z

a podle limitnfho srovnévaciho kritéria je konvergence integralu

/2 ~ f(z) da

ekvivalentni konvergenci integralu

+oola
/ nxd:C
2 xr

U tohoto integralu ale umime p¥imo urcit primitivni funkeci. Na intervalu (2, 400)

plati, ze
In® y‘”‘1 Inot! g
dr = Ydy = C= C
/xa:/yya+1+ a+1+
pro a # —1. Odtud p¥imo vyplyva, Ze integril konverguje pro a + 1 < 0, tedy pro
a< —1.
Hodnotu a = —1 Ize také vyloudit pfimym vypoctem, ale vzhledem k podmince u

jedni¢ky to neni nutné.
Zéveér: Integral diverguje pro vechna a € R.
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