
1. cvi£ení � Absolutní konvergence integrálu
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

P°íklady

1. Vy²et°ete absolutní konvergenci integrál· (n ∈ N, α, a, b, p, q ∈ R):

(a)

∫ 1

0

tanx√
x3

dx

�e²ení: Funkce je spojitá na (0, 1], u 0 limitn¥ srovnáme s g(x) = x
x3/2 = 1√

x

Máme

lim
x→0+

tanx√
x3

x√
x3

= 1 ∈ (0,∞).

Protoºe integrál
∫ 1
0

1√
x
konverguje, tak z LSK konverguje i zadaný integrál.

(b)

∫ 2

1

ex

x2 − 1
dx

�e²ení:
ex

x2 − 1
=

ex

(x− 1)(x+ 1)

U 1 pouºijeme LSK s funkcí g(x) = 1
x−1 .

lim
x→1+

ex

(x−1)(x+1)

1
x−1

=
e

2

Protoºe
∫ 2
1

1
x−1 = ∞ (lze p°ímo upo£ítat), z LSK plyne i divergence

∫ 2
1 f(x).

(c)

∫ ∞

0
x−3/4e−

√
x dx

�e²ení: Provedeme substituci y =
√
x, dy = 1

2
√
x
dx:∫ ∞

1
x−3/4e−

√
x dx = 2

∫ ∞

1
y−1/2e−y dy

Na intervalu (0,∞) je funkce spojitá a nezáporná. Roztrhneme na integrály
∫ 1
0 +∫∞

1 .

U 0: srovnáme s funkcí g(y) = 1√
y .

lim
y→0+

1
ey

√
y

1√
y

= lim
y→0+

1

ey
= 1 ∈ (0,∞)

Protoºe
∫ 1
0

1√
y dy konverguje (lze spo£ítat), konverguje z LSK i

∫ 1
0

1√
yey .

U ∞: Pouºijeme SK, pro y ≥ 1 máme

1
√
yey

≤ 1

ey
.

Protoºe
∫∞
1 e−y dy konverguje, tak ze SK konverguje i

∫∞
1

1√
yey .

Záv¥r: p·vodní integrál Konverguje.
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(d)

∫ 1

0
x− lnx dx

�e²ení: Máme ∫ 1

0
x− lnx dx =

∫ 1

0
e− ln2 x dx.

Funkce je spojitá na (0, 1] a platí

lim
x→0+

e− ln2 x = 0.

Funkci lze tedy spojit¥ roz²í°it na (omezený) interval [0, 1] a tedy integrál konver-
guje.

(e)

∫ ∞

0

arctan px

xn
dx

�e²ení:

� p = 0, pak f ≡ 0 a integrál konverguje.

� p > 0, pak u 0 LSK s g(x) = px
xn .

lim
x→0+

arctan px
xn

px
xn

= 1,

tedy
∫ 1
0 f(x) konverguje ⇔

∫ 1
0 px

1−n konverguje ⇔ 1− n > −1 ⇔ 2 > n.

U ∞ LSK s g(x) =
π
2
xn :

lim
x→∞

arctan px
xn

π
2
xn

= 1.

Tedy
∫∞
1 f(x) konverguje ⇔

∫∞
1 x−n konverguje ⇔ −n < −1, tedy n > 1.

Tedy
∫∞
1 f(x) nekonverguje pro ºádné n ∈ N.

� pro p < 0 je ∫ ∞

0

arctan px

xn
dx = −

∫ ∞

0

arctan |p|x
xn

dx,

tedy jsme konvergenci integrálu p°evedli na p°edchozí p°ípad.

Dohromady
∫∞
0 f(x) konverguje pro p = 0 a n ∈ N. Jinak diverguje.

(f)

∫ π

0

ln(sinx)

x
√
sinx

dx

�e²ení: Funkce je spojitá na (0, π). Problematické body: 0 a π.

U 0: srovnáme s g(x) = | lnx|√
x3

.

lim
x→0+

∣∣∣ ln(sinx)

x
√
sinx

∣∣∣
| lnx|√

x3

= 1.

Protoºe
∫ π

2
0 | lnx|x−3/2 = ∞ (z tabulky nebo odvodíme), tak u 0 diverguje i ná²

p·vodní integrál. U π tedy uº nemusíme vy²et°ovat.

Záv¥r: diverguje.
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(g)

∫ ∞

0

x− sinx

xp
dx

�e²ení: Funkce spojitá na (0,∞). U 0 srovnáme s g(x) = x3

xp (uhodneme z
Taylorova rozvoje funkce x− sinx).

lim
x→0+

x−sinx
xp

x3

xp

=
1

6
∈ (0,∞).

Tedy
∫ 1
0

x−sinx
xp z LSK konverguje práv¥ tehdy, kdyº konverguje

∫ 1
0 x

3−p. Tedy práv¥
tehdy, kdyº 3− p > −1 ⇔ p < 4.

U ∞: srovnáme s funkcí g(x) = x
xp .

lim
x→0+

x−sinx
xp

x
xp

= lim
x→0+

1− sinx

x
= 1− 0

Z LSK tedy konverguje práv¥ tehdy, kdyº
∫∞
1 x1−p konverguje, coº je ⇔ 1−p < −1

⇔ 2 < p.

Záv¥r: Integrál konverguje ⇔ 2 < p < 4.

(h)

∫ π
2

0
sinp x cosq x dx

�e²ení: U 0 srovnáme s g(x) = xp:

lim
x→0+

sinp x cosq x

xp
= 1,

tedy
∫ π

4
0 f(x) konverguje ⇔

∫ π
4
0 xp konverguje ⇔ p > −1.

U π
2 LSK s g(x) = (π2 − x)q.

lim
x→π

2
−

sinp x cosq x

(π2 − x)q
= 1,

tedy
∫ π

2
π
4
f(x) konverguje ⇔

∫ π
2
π
4
(π2 −x)q konverguje. Lze upo£ítat nebo substituovat

a vyjde, ºe integrál konverguje ⇔ q > −1.

Záv¥r:
∫ π

2
0 f(x) konverguje ⇔ (p > −1 ∧ q > −1).

(i)

∫ ∞

1
sin2

1

x
dx

�e²ení: U ∞: LSK s g(x) = 1
x2 .

lim
x→∞

sin2 1
x

1
x2

= 1.

Protoºe
∫∞
1 x−2 konverguje, konverguje i

∫∞
1 f(x).

(j)

∫ ∞

0

sin 1
x arctanx

x
dx

�e²ení: Funkce je spojitá na (0,∞).
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U 0: srovnáme s g(x) =
x sin 1

x
x = sin 1

x

lim
x→0+

sin 1
x
arctanx

x

x sin 1
x

x

= 1 ∈ (0,∞).

Navíc
∫ 1
0 sin 1

x konverguje, protoºe | sin 1
x | ≤ 1 a integrál omezené a spojité funkce

(na [0, 1]) konverguje.

U ∞: 1
x → 0+, tedy sin 1

x �se chová jako� sin u 0. Budeme tedy srovnávat s funkcí

g(x) =
1
x
·π
2

x = π
2x2 . LSK:

lim
x→∞

sin 1
x
arctanx

x
1
x
·π
2

x

= 1.

Protoºe
∫∞
1

1
x2 konverguje, konverguje i

∫∞
1

sin 1
x
arctanx

x dx.

Záv¥r: p·vodní integrál konverguje.

(k)

∫ π

0

sin
(

1
cosx

)
√
x

dx

�e²ení: Ze SK: ∣∣∣∣∣sin 1
cosx√
x

∣∣∣∣∣ ≤ 1√
x

Protoºe
∫ π
0

1√
x
konverguje, konverguje i ná² integrál.

(l)

∫ ∞

0

1√
x log(1 + ex)

dx

�e²ení: U 0: LSK s g(x) = 1√
x
:

lim
x→0+

1√
x log(1+ex)

1√
x

=
1

log 2
∈ (0,∞).

Protoºe
∫ 1
0

1√
x
konverguje, tak z LSK konverguje i

∫ 1
0 f(x).

U ∞: funkce 1 + ex �se chová jako� ex, tedy LSK s g(x) = 1√
x log(ex)

= x−3/2.

lim
x→∞

1√
x log(1+ex)

1
x
√
x

= lim
x→∞

x

log(1 + ex)
= lim

x→∞

x

log ex(e−x + 1)

= lim
x→∞

x

x+ log(e−x + 1)
= lim

x→∞

1

1 + log(e−x+1)
x

= 1

Navíc integrál
∫∞
1 x−3/2 konverguje, tedy z LSK konverguje i

∫∞
1 f(x).

Záv¥r:
∫∞
0 f(x) konverguje.

(m)

∫ ∞

0
sin

(√
x2α + 1− xα

)
dx

�e²ení: U ∞: upravíme odmocniny:√
x2α + 1− xα =

1√
x2α + 1 + xα
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Pro α > 0 srovnáme s g(x) = 1
xα .

lim
x→∞

sin 1√
x2α+1+xα

1
xα

= lim
x→∞

sin 1√
x2α+1+xα

1√
x2α+1+xα

·
1√

x2α+1+xα

1
xα

=
1

2

Tedy z LSK
∫∞
1 f(x) konverguje práv¥ tehdy, kdyº α > 1.

Pro α ≤ 0 srovnáme s g(x) = 1.

lim
x→∞

sin
(√

x2α + 1− xα
)

1
=

{
sin 1, α < 0,

sin(
√
2− 1), α = 0.

Z LSK tedy
∫∞
1 f(x) pro α ≤ 0 diverguje.

U 0 sta£í uvaºovat α > 1. Ale pro takové α je f(x) spojitá na [0, 1], tedy integrál
konverguje.

Záv¥r:
∫∞
0 f(x) konverguje ⇔ α > 1.

2. Vy²et°ete absolutní konvergenci integrál· (α, a, b, p, q ∈ R):

(a)

∫ ∞

0

1
3
√
x3 + 1

dx D

�e²ení:

Na intervalu [1,∞) srovnáme s funkci 1
x .

lim
x→∞

1
3√x3+1

1
x

= lim
x→∞

x
3
√
x3 + 1

= 1 ∈ (0,∞).

Protoºe
∫∞
1

1
x diverguje, diverguje i

∫∞
1 f .

(b)

∫ 1

0

ln(1 + x2)

1 + x2
dx K

�e²ení: Konverguje, protoºe jde o spojitou funkci na uzav°eném omezeném inter-
valu.

(c)

∫ ∞

0

x

x3 + 1
dx K

�e²ení: Na intervalu [0, 1] jde o spojitou funkci na omezeném a uzav°eném inter-
valu, tedy konverguje.

Na [1,∞) uºijeme LSK s 1
x2 .

lim
x→∞

x
x3+1
1
x2

= 1 ∈ (0,∞).

Protoºe
∫∞
1

1
x2 konverguje, konverguje i p·vodní integrál.

(d)

∫ 1

0
xp−1(1− x)q−1 dx

�e²ení:
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i.
∫ 1

2
0 xp−1(1− x)q−1 dx
Budeme srovnávat LSK s xp−1 · 1:

lim
x→0

xp−1(1− x)q−1

xp−1
= lim

x→0
(1− x)q−1 = 1 ∈ (0,∞)

Tedy ná² integrál konverguje práv¥ tehdy, kdyº p− 1 > −1, tedy pro p > 0.

ii.
∫ 1

1
2
xp−1(1− x)q−1 dx

U jedni£ky srovnáme LSK s 1 · (1− x)q−1. Máme

lim
x→1−

xp−1(1− x)q−1

(1− x)q−1
= lim

x→1−
xp−1 = 1 ∈ (0,∞)

Tedy ná² integrál u jedni£ky konverguje práv¥ tehdy, kdyº konverguje integrál∫ 1
1
2
(1− x)q−1. P°evedeme substitucí y = 1− x:

∫ 1

1
2

(1− x)q−1 =

∫ 1
2

0
yq−1 dy,

který konverguje práv¥ pro q − 1 > −1, tedy pro q > 0.

Záv¥r:
∫ 1

2
0 xp−1(1− x)q−1 dx konverguje práv¥ tehdy, kdyº p, q > 0.

(e)

∫ ∞

0

xp

1 + xq
dx

�e²ení:

i.
∫ 1
0

xp

1+xq dx

A. q ≥ 0: "1 je siln¥j²í neº xq" Srovnáváme s funkcí xp

1 , tedy

lim
x→0

xp

1+xq

xp
= lim

x→0

1

1 + xq
=

{
1, q > 0
1
2 , q = 0.

Tedy ná² integrál konverguje práv¥ tehdy, kdyº p > −1.

B. q < 0: "xq je siln¥j²í neº 1"
Srovnáváme s funkcí xp

xq , tedy

lim
x→0

xp

1+xq

xp

xq

= lim
x→0

xq

1 + xq
= lim

x→0

1

1 + x−q
= 1

Tedy ná² integrál konverguje práv¥ tehdy, kdyº p− q > −1.

ii.
∫∞
1

xp

1+xq dx

A. q ≥ 0: "xq je siln¥j²í neº 1"
Srovnáváme s funkcí xp

xq , tedy

lim
x→∞

xp

1+xq

xp

xq

= lim
x→∞

xq

1 + xq
=

{
1, q > 0
1
2 , q = 0.

Tedy ná² integrál konverguje práv¥ tehdy, kdyº p− q < −1.
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B. q < 0: "1 je siln¥j²í neº xq" Srovnáváme s funkcí xp

1 , tedy

lim
x→∞

xp

1+xq

xp
= lim

x→∞

1

1 + xq
= 1

Tedy ná² integrál konverguje práv¥ tehdy, kdyº p < −1.

Záv¥r:
∫∞
0

xp

1+xq dx konverguje práv¥ tehdy, kdyº

(q ≥ 0 & p > −1 & p− q < −1)

∨(q > 0 & p < −1 & p− q > −1)

Lze zapsat i jako:
(q > p+ 1 & p > −1)

∨(q < p+ 1 & p < −1)

(f)

∫ ∞

0
e−

√
x dx

�e²ení: Aplikujeme substituci y =
√
x. Pak∫ ∞

0
e−

√
x dx = 2

∫ ∞

0
ye−y,

coº je ale konvergentní integrál.

(g)

∫ ∞

0
(π − 2 arctanx)α dx

�e²ení:

i.

∫ 1

0
(π − 2 arctanx)α dx

Funkce je na intervalu [0, 1] spojitá. Konkrétn¥

lim
x→0+

(π − 2 arctanx)α = πα.

Spojitá funkce na omezeném uzav°eném intervalu → integrál je konvergentní.

ii.

∫ ∞

1
(π − 2 arctanx)α dx

U ∞ srovnáme s x−α:

lim
x→∞

(π − 2 arctanx)α

x−α
= 2α ∈ (0,∞).

Ná² integrál tedy konverguje práv¥ pro −α < −1, tedy α > 1.

Záv¥r: P·vodní integrál tedy konverguje práv¥ pro −α < −1, tedy α > 1.

(h)

∫ +∞

0

arccota x

xb
dx

Integrand f je nezáporná funkce, sta£í tedy vy²et°ovat absolutní konvergenci. K
tomu pouºijeme limitní srovnávací kritérium a rozklad∫ +∞

0

arccota x

xb
dx =

∫ 1

0

arccota x

xb
dx+

∫ +∞

1

arccota x

xb
dx
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Má-li totiº (absolutn¥) konvergovat integrál vlevo, pak také konvergují (absolutn¥)
oba integrály vpravo (integrujeme p°es men²í mnoºinu). Naopak, pokud (abso-
lutn¥) konvergují integrály vpravo, pak také konverguje (absolutn¥) integrál vlevo
(existencí integrál· je zaru£ena existence primitivní funkce na celém intervalu i
kone£nost integrálu).

Vy²et°ujme nyní (absolutní) konvergenci integrálu∫ 1

0

arccota x

xb
dx

Funkce arccota x
xb je spojitá a nezáporná na (0, 1], a protoºe

lim
x→0+

arccota x
xb

1
xb

= lim
x→0+

arccota x = (π/2)a

je (absolutní) konvergence vy²et°ovaného integrálu ekvivalentní (absolutní) konver-
genci integrálu ∫ 1

0

1

xb
dx

P°ímým výpo£tem se p°esv¥d£íme, ºe tento integrál konverguje pro b < 1.

Vy²et°ujme nyní (absolutní) konvergenci integrálu∫ ∞

1

arccota x

xb
dx

Funkce arccota x
xb je spojitá a nezáporná na [1,+∞), a protoºe

lim
x→+∞

x arccotx = 1,

platí také, ºe

lim
x→+∞

arccota x
xb

1
xa+b

= lim
x→0+

xa arccota x = 1,

a tudíº je (absolutní) konvergence vy²et°ovaného integrálu ekvivalentní (absolutní)
konvergenci integrálu ∫ +∞

1

1

xa+b
dx

P°ímým výpo£tem se p°esv¥d£íme, ºe tento integrál konverguje pro a + b > 1 a
diverguje jinak.

Záv¥r: Integrál konverguje (absolutn¥), pokud 1 > b > 1− a. Jinak diverguje.

(i)

∫ +∞

1
arctan

x

x2 + 1
lna x dx

�e²ení:

Integrand je nezáporný, sta£í vy²et°ovat absolutní konvergenci.

Na pravém okolí jedni£ky je

arctan
x

x2 + 1
≈ 1

2
, lnx = ln(1 + (x− 1)) ≈ (x− 1)
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(jak dostaneme pouºitím Taylorova rozvoje logaritmu v nule). Odtud plyne, ºe
konvergence integrálu ∫ 2

1
f(x) dx

je podle limitního srovnávacího kritéria ekvivalentní konvergenci integrálu∫ 2

1
(x− 1)a dx

a pouºitím substituce y = x− 1 dostaneme, ºe tento je ekvivalentní integrálu∫ 1

0
ya dy

Poslední integrál konverguje, a to absolutn¥, pro a > −1.

Naopak na okolí nekone£na je

arctan
x

x2 + 1
≈ 1

x

a podle limitního srovnávacího kritéria je konvergence integrálu∫ +∞

2
f(x) dx

ekvivalentní konvergenci integrálu∫ +∞

2

lna x

x
dx

U tohoto integrálu ale umíme p°ímo ur£it primitivní funkci. Na intervalu (2,+∞)
platí, ºe ∫

lna x

x
dx =

∫
ya dy =

ya+1

a+ 1
+ C =

lna+1 x

a+ 1
+ C

pro a ̸= −1. Odtud p°ímo vyplývá, ºe integrál konverguje pro a+ 1 < 0, tedy pro
a < −1.

Hodnotu a = −1 lze také vylou£it p°ímým výpo£tem, ale vzhledem k podmínce u
jedni£ky to není nutné.

Záv¥r: Integrál diverguje pro v²echna a ∈ R.
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