24. cviceni — Opakovani teorie
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

1 Implikace

1. Najdéte nebo vyvratte vSechny mozné implikace mezi nasledujicimi ¢tveficemi vyroki.
(od prof. M. Hugka: https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ mhusek/)

Jak na to:

e nakreslime si diagram a dopliiujeme
Sipky, nejlépe velké a barevné. Dalsi
sipky je pak mozno doplnit/vyvratit
diky tranzitivite.

O —

It
QA — &

(a) Necht ACR

(A) A je nespocetna
(B) A je nekone¢na

D=4
(b) Necht {a,} je posloupnost.

(A) {an} neni konstantni

(

{an} ma prostou podposloupnost

e dokazujeme pfimo A = B;
e nepiimo B’ — A;
e pro vyvraceni nebo sporem A A B,

e protipriklad, ktery spliuje A A B'.

(C) A je neomezena
(D) R\ A je spocetna

B)
(C) {an} ma ryze monoténni podposloupnost
D)

(
®B=C

mnozina hodnot {a,} je nekone¢na
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2 Uvod a Posloupnosti

2. Existuji posloupnosti {a,}, {b,} tak, Ze lima,, = 0, lim b,, = +o0 a lim a, b, neexistuje?
3. Sestrojte konvergentni posloupnost takovou, Ze max{a, } neexistuje.

4. Necht {a,} konverguje. Musf platit lim(a, 1 — a,) =0 a lim 2= =17

an
5. (a) Necht {a,} je konvergentni posloupnost celych ¢isel. Musi byt limita celé ¢islo?
(b) Necht {a,} je konvergentni posloupnost racionéalnich ¢isel. Musi byt limita racionalni
¢islo?
6. Jestlize plati, Ze apy2 > an, musi mit posloupnost limitu? Co kdyz priddme omezenost?
7. Najdéte k dané neomezené posloupnosti a, takovou nenulovou posloupnost b,, aby
anby, — 0.
8. B Staci pro konvergenci posloupnosti, aby |an+1 — an| 707
9. Necht b € R*. Najdéte posloupnost {a,}, aby lim “2= = b.

10. Necht M je neomezena mnozina, necht 5 > 0. Existuje pak A C M nekonecné tak, Ze
Va,y € A, x # y plati, ze |t —y| > 5 7
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

3 Funkce

Necht je funkce klesajici na disjunktnich intervalech I a J. Musi byt klesajici na I UJ 7

Necht je funkce konvexni na intervalu [—1,0] a také na [0,1] 7 Musi byt pak konvexni
na [—1,1] 7

Sestrojte (sta¢i obrazkem) nezapornou funkei f na intervalu (0, 1), nespojitou pravé v
bodech mnoziny {%, n € N} tak, aby lim,_,o4 f(x) = 0 a aby

inf{f(z);z € (0,1)} =0, sup{f(z); z € (0,1)} = 1.

K Necht f je nekonstantni periodicka funkce na R. Ukazte, Ze pak neexistuje lim, o f().
8 Necht f je funkce spojita na R, necht navic existuji limity v nevlastnich bodech a

lim f(z)= lim f(z)=0.

T——00 T—r+00

Zjistéte, zda je pak jiz f omezena a zda nabyva v alespon jednom bodé z R maxima
nebo minima.

Rozhodnéte, zda je funkce

1
f(x) = arctan . T arctan x

konstantni ve svém definiénim oboru a feSeni odivodnéte.

% Najdéte pitklad funkce, pro kterou existuji derivace na intervalech (a,c) a(c,b), dale
existuji a jsou si rovny lim, . f/(z) = lim, .+ f'(x) a pfitom neexistuje f’(c).

Napiste pifklad funkce, ktera neni spojita v bodé 7 a piitom f! (7) = 2.

Q Necht je funkce f spojita v bodé 0. Musi existovat f) (0) ? Dokazte, nebo sestrojte
protipiiklad.

Sestrojte (sta¢i obrazkem) ryze monoténni funkei na intervalu (0, 1), ktera mé infimum
hodnot rovné 0, supremum hodnot rovné 1 a je nespojita pravé v bodech 1/n pron € N,
n > 1.

Necht f(x) a g(x) jsou funkce. (A predpokladame, Ze nasledujici vyroky maji smysl.)
Urcete, které vyroky jsou pravdivé

(a) f1ig jsou liché. iii. g(f) je suda
i. f+ g je licha iv. g+ f je suda
ii. fg je licha (¢) f1ig jsou rostouci
iii. f(g) je licha i. f+ g jsou rostouci
(b) f jesuda, g je licha. ii. fg jsou rostouci
i. fg je suda ili. f(g) jsou rostouci
ii. f(g) je suda (d) f jesuda
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i. je-li f rostouci na (0, c0), je rostouci

i na (—o00,0).

ii. je-li f konvexni na (0,00), je kon-
vexni i na (—o0,0).
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