20. cviceni — L’Hospital + Heine

https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Priklady
1. Spoctéte limity. Nezapomeiite na Heineho a na fakt, Ze ne vzdy L’Hospital pomuze.
(a) i 290 4+ 32 — 4
a e —
a1 710 — 27 + 1
Resent:
. 294 3r—4 g 602943 63
ilm ——— = 1lim—— = —,
z—1 x40 — 22 + 1 0/0 z—1 4039 — 2 38
T —arccosz
(b) lim 2——
z—0 T
Reseni: )
. 5 —arccosr 'y . T—a2
lim =— == lim =1
z—0 xX 0/0 x—0 1
tanx — x
(¢) lim ———
z—0 T —sinx
Reseni: (Priklad mame z https://users.math.cas.cz/ vanzura/SBIRS.PDF)
2
tanx —r 'y lim @ -1 ~ lim oz — lim l+cosz 141 5
=01 —cosx 2—=0 cos?xw 12

lim - =
z—0 r —sinx 0/0 =0 1 —cosx

. tan%
(d) lim 2o

n—oo = —
n S

Regeni:
Budeme prve poécitat limitu funkce, pomoci L’Hospitalova pravidla typu "0/0".
1 2
tanz — x —5-—1 1—cos*x
lim e~ gy co?a T T gy =
=01 —cosz 2—0cos?x(l — cosx)

z—0 T —sinx
1+COS$_1+1_2

12

lim 3
z—0 cos?x

Nyni pouZijeme Heineho, x,, = %, Iy, je v definiénim oboru funkce ?fsf;:f, Tn # 0,

. ]_ _
lim = =0.
Odtud -
. tan nn
lim T T = 2
n—oo = — gin =
n
(e) lim z*
r—04+
Reseni: Prve prepiseme
lim 2% = lim *®
z—0+ z—0+
Limitu vnitfni funkce nyni spo¢teme pomoci L’Hospitala
1
. . Imx pH . = .
lim xlnx = lim — "= lim Ll: lim —x =0.
r—0+ z—0+ P néco/oo z—0+ ;—2 r—0+
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SloZenim s vné&jsi funkei dostavame

lim 2* =€’ =1
r—0+

arcsin 2x — 2 arcsinx

z—0 3
Reseni: (Pitklad mame z https://users.math.cas.cz/ vanzura/SBIRS.PDF)

2 2
arcsin 2x — 2arcsinz /g iy V=422 T Va2
250 3 0/0 o0 322
, 2 V1—22 —1—422 voar 2 3
= lim . = —.-=1,
2—0 3v/1 — 422y/1 — 22 x? 3 2
kde druhou limitu jsme spocetli rozsifenim
. V1—a22—V1—422 1—2% -1+ 422
lim = lim
2—0 x? 2—0 12(\/1 — 422 + /1 — 22)
. 322 3
= lim =

=0 32(\/1 — 422 + /1 — 22) 2’

. 1 1
(g) lim — - —
z—0xsinxy =z
Reseni:
. 1 1 . x—sinx /g .. 1—cosx
lim — ——=lm-———"= lim - 5
z—0xsinz T =0 x2sinx 0/0 v—0 2z sinx + x2 cosx
I 1 —cosx €T voar 1 1 1
= lim - — = - ==,
=0  x? 2sinz + xcosz 2 3 6

Druh4 limita se opét vyfesi L’Hospitalovym pravidlem:

T L'H .. 1 1 1

lim — = lim - = =
z—0 2sinx + xcosx 0/0 e—02cosx + cosx + xz(—sinz) 2+1+0 3

: LIn%(n 4 1)
() Jim (1) =
Reseni:

Budeme uvazovat limitu funkce:

2In 1
. Im*(z+1) pw 7£T ) ) In(z+1) LH . ril
lim ———* = lim ———— = lim ————>— = I = 0.
=00 (x —1)? nécofoo 250 2(xz — 1)  a—o0 (x4 1)(z — 1) néco/oo z—00 2x

Z Heineho, x, = z, x, — o0, T, # coVn € N,

2
lm w P 0.
n—00 (n — 1)2

Nyni ze dvou policajt nebo z véty o omezené a mizejici mame i, Ze
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(i) lim rcotgr — 1

z—0 x2
Reseni: (Pitklad mame z https://users.math.cas.cz/ vanzura/SBIRS.PDF)

rxeotgxr — 1 g cotga;—ﬁ . sinzcosz —=zx
= lim lim

lim

z—0 x2 070 x—0 2x -0  2rsin?z
. 22 SinzcosT — T VOAL —1 1
= lim — . e T T
-0 sin? z 223 3 3
Pro druhou limitu mame
. sinxcosx —x g .. cosxzcos—sinzsinxy — 1 . cos(2x) —1
llim —————— = lim = lim ——~——
-0 213 0/0 0 622 0 622
) 1 — cos(2z) 2 1 1
:llm_ﬁ:—ffz—f
z—0 5(21') 3 2 3
W) fim ——— —
Resent:
L’Hospitalem upocitat nejde. Vytkneme
I v lim L1 1
im —— = lim ————— = 1.
T—00 1/$2_|_1 T—00 ’m‘ /1_‘_%
X
(VOLSF na /y a 1+ -5, podminka (S).)
(k) lim Inz-In(1—2x)
r—1—
Reseni:
1
In(1 — T |
lim Inz-In(l —z) = lim M X fim =2 = lim —zlnz ne
z—1— z—1— na néco/oo z—1— 5 r—1— 1—z
nx zln“zx
voar —-1-0-(-1)=0
nk
(1) lim cos(nm)—, k € N, a > 0.
n—oo ean
Reseni:

Nebot cos(nm) = (—1)", musime limitu nejprve roztrhnout. Budeme poéitat jen

Pievedeme na funkci. Pak pouzijeme 1'Hospitala typu "néco/oo". Pouzijeme jej
k-krat. Opakované nutno ovéfit podminky I’'Hospitala (vychéazi porad stejné).

zk R 7 . k(k— 1)xk_2 v . k(k—1)---2z g

lim — = lim - im —— =... = lim —— —
z—o00 4T z—o00 qedT T—00 a2eo T—00 ak—1leax
k! k!

Iim ——=—-0=0.

r—00 qkea® ak
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7 Heineho pak i limita
nk

Po pridani kosinu ziskame ze dvou policajti vysledek

nk
lim cos(nm)— = 0.
n—o00 ean
o1 1
m) lim — —
z—0 & ln(l + :I))
ReZeni:
o1 1 In(l+z)—= x In(l+z) —z voar 1 1
lim—— ——— =lim —————— = lim . =71 —==——.
a—0z In(l+z) 220 zln(l+zx) 2—0 In(1 + z) z? 2 2
Druhou limitu spo¢teme L’Hospitalem
In(l+z)—z 1 - 1-1- -1 1
hme:Hth: im——* iy —_Z
x—0 x2 0/0 z—0 2x z—0 235‘(1 + .’L’) x—0 2(1 + 1’) 2

<\/& arctan \/f — Vb arctan \/§> ,a,b>0

=0+ T+/T
Reseni: (Pifklad méame z https://users.math.cas.cz/ vanzura/SBIRS.PDF)

T _ T Va1l @l Vb1 /bl
. <\/& arctan /2 Vb arctan \/;) vi . TrraVaea  TrraVeb
lim = lim :

0+ /T 0/0 z—0+ SV

11 11
N b a voar 1 (1 1
= lim = lim = = = - |-—-
z—0+ 3x e=0+ (1+ 2)(14 F)3z 3\b a
— xcos2a:sin3z’ <7T) — _%7 SpOjité v .

2. Rozhodnéte, zda je funkee f(x) = #2545
ReSeni: Je potieba vysetfit, zda se limita v 7 rovnéa funkéni hodnots. Tedy

xrcos2x sin3x VOAL T 5
- T2

. xcos2xsin3x .
lim — s = lim
T T4 —T =T r+T T —T 2w
Druhou limitu jsme spocetli
sindz /g .. 3cos3z
lim = lim 1 = -3.

T—=T X — T 0/0 T—T

Zaver: funkce f neni spojita v .
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Bonus

3. Spoctéte limity

(a)

lim (cotgz)*n®

Jim (cotgz)

ReSent:
lim (COtg x)sinm — lim esinxln(cot x)
z—0+ z—0+

Pro vnitini funkei:

1 ~1

' . . In(cotz) H . otz 2
lim sinzlIn(cotz) = lim In(cot z) = Jip Str sin"z

1 < —1
z—0+ z—0+ . néco/oco 0+ — - COS T
smx Sln2 x
. sinx
= lim =

=0+ cos2

Dohromady s VOLSF

lim esinxln(cot z) _ V=1
z—0+

. T
lim [ tg =1
T—00 20 + 1

Reseni: (Piiklad mame z https://users.math.cas.cz/ vanzura/SBIRS.PDF)

8=

hm (tg ™ )I = hm e% ln(tg %)

Pro vnitini funkci mame

In (te == 1 . 1 Cm(2z41) 27z
. N8 9471 L'H . tg oy cos? 50 (2z+1)2
Iim —~ = lim
T—00 x néco/oo T—+00 1
. 1 1
= lim .

z—oosin 517y cos gty (204 1)

Z VOLSF

. s
lim — az = .
r—00 S11 m

Druhou limitu upo¢teme L’Hospitalem

1 =2 __.9
. (@412 L'H .. (2a+1)3 . 1 -4 VOAL
lim ———— "= lim — — = lim (3 T
7500 COS 5 0/0 =00 —SiN oufy - Grlqyy  wmoe —Wsin iy (2x 4+ 1) — -

ZAver:

1
. e ac_ 0 __
A <tg2x+1> o=l
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) 1
lim cotgx — —
x—0 X

Reseni: (Pifklad mame z https://users.math.cas.cz/ vanzura/SBIRS.PDF)

. . xcosx —sinx . €T rCcosx —sinx
lim cotgxr — — = lim —— = lim — . 5 =1-0
z—0 xT x—0 rsinx z—0 SIn T xT

Druhou limitu vyfesime L’Hospitalem

. xrcosx —sSinx /g .. COST —xSInx — coSx . —sinx
lim ——— = lim = lim
z—0 x 0/0 z—0 2z z—0 2

1

1 z
lim ((1—|—ac)r>
r—0 e

Reseni: (Pitklad mame z https://users.math.cas.cz/ vanzura/SBIRS.PDF)

1
1 1n<(1+.7:) T )
lim e

Prve prepiSeme

x—0
Pro vnitini funkeci mame
1
‘ ln((1+x)w) —ne lip4e) -1 W(l1+a) -2
lim =lim%*——"—— = lim —
x—0 x x—0 x x—0 X
e =1 —x
= llm————=llm ——— = ——
0/0 20  2x 2—0 2x(z + 1) 2
Celé dohromady
1n < (1+Z)% > )
lim e —e 2
x—0
(e)
T
lim —,
n—o0o 1,
c> 1.
Regeni: Prevedeme na funkci:
T eTinc I “lne
lim — = lim = lim =0
T—00 T =00 T T—00 1
7 Heineho plyne, Ze i ptivodni limita
n
lim — = oo.
n—oo N
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lim (In n)%

n—oo
Reseni:
Budeme pocitat limitu funkce:
lim e(xln(ln%))
z—0+
Tedy musime spocist
In(ln 1) 11 (—32)
: 1 odn(nZ) g . Wi\ o2? : VOAL
lim zln(In—) = lim — = lim —*———=lim —z =700
x—0+ T x—0+ - x—0+ —z z—0+ In =

Nyni pouzijeme Heineho, verze zprava: z, = %, Ty # 0, limnﬁoo% = 0, defini¢ni
obor je také ok. Tedy

lim (lnn)% =l =1
n—o0

Zkouskové priklady

4. Spoctéte limity

(a)

1 1
lim n® <20082 -2+ 4>
n—o00 n n
Reseni: Pouzijeme Heineho: z,, = %, Tn # 0, limy, o0 # = 0, defini¢ni obor je
také ok.

Budeme tedy pocitat limitu funkce:

. 2coszr—2+42a% pg .. —2sinx+2x .. —2coszr+2 .. 21—cosx
lim 1 = lim—-—— = lim——--—lim ——F—
70 T 0/0 2—0 423 0/0 —0 1222 =012 22

voarl 1_ 1
6 2 12

Zavér (z Heineho mame pro ptuvodni limitu):

1 1 1
lim n8<200s2—2+ >: .
n

n=»00 nt) 12

v 2
ver —sinz — /1 + %

. 1
lim . 4 =_
z—0+ arcsinx — sinx 2
ResSeni:
= - 1 22 - . 22
. ver —sing — +3 . ef—snzr—1-7% 1
lim = lim

z—0+ arcsinz — sinx z—0+ arcsinz — sinzx - 2
Ver —sing + 41+ 2

Pro druhy zlomek mame

. 1 ar 1 1
lim 2=

z—0+ /7ex—sin:v—l— /1_'_% 141 2
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Pro prvni zlomek:

. 2 .
lim e —sinz — 1 — % L'H lim e’ —cosT — T I'H lim e +sinx — 1
r—0+ arcsinx —sinx  0/0 z—0+ — 0/0 20+ ——Z—— +sinx
/ Tz —cosx 0/ a2y +
L'H lim e’ 4+ coszx AL 1+1 _q
0/0 z—0+ 22241 + cosx 2041 41 .
(1—a2)? !

7 aritmetiky limit pak pro cely piiklad mame

em—sinx—l—ﬁ 1 1
lim 2 AL

S0+  arcsinz —sinz : — 2 2
z—0+ arcsmmx — SInx \/m+ 1+%

Pouzili jsme VOLSF (lze i pfimo ze spojitosti):
o f(y) =y°2 g(x) =1 — 22, lim; 04 1 — 2% = 1, lim, 1 ¥°~2 = 1. Podm. (S):
y?/? je spojita v 1. Tedy lim, o (1 — 22)%/2 = 1.
e fly) =Y, g(x) = €® —sinz, lim; 04 € —sinz = 1, limy 1 \/y = 1. Podm.
(S): /¥ je spojita v 1. Tedy limg o4 ve* —sinz = 1.
e f(y) =9, 9(x) =1+ 322, limy 04 1 + 322 = 1, lim,; ,/y = 1. Podm. (S):
VY je spojitd v 1. Tedy limg_,04 /1 + 322 = 1.

2

3 n
, cos & s
(c) lim 5 =e
n—00 COS =

n

1

Reseni: PouZijeme Heineho: x, = -, x, # 0, limnﬁm% = 0, defini¢ni obor je

také ok.

Budeme tedy pocitat limitu funkce:

1
cos 3z \ «2 1 3
hm( > i o2 los(2222)

z—0 \ cos DT z—0

Pro vnitini funkci mame

1 3 , cosbxr  —3sin 3z cos 5x+5 sin 5x cos 3z
lim — lo COS ox L'H iy Cos3z cos? bz
0 2 cosbHr ) 0/0 z—0 2x
B 1 1 3 —3x sin 3x cos bz 45 5 sin 5x cos 3x
2 cos3zcosbhr 3x ox
. 1 1
=—--—(-3-3-1-145-5-1-1)=8
2 1-1 ( + )

Slozena funkce pak ma:

1 s 3
hm emj IOg(ngE)i) = 68
z—0

Zavér (z Heineho mame pro pivodni limitu):
2

3 n
. cos =
lim ( g ) =8
n—oo \ cos 2

n

Pouzili jsme VOLSF:
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o f(y) =¢Y, g(x) = ﬁlog gg;gi, lim, 0 g(x) = 8, lim,_,ge¥ = e®. Podm. (S):
e’ je spojita v 8. Tedy lim, 0 f(g(x)) = €&, .

o f(y) = %, g(x) = 3z, lim,_,0 3z = 0, limy_o Slgy = 1. Podm. (P): 3z #0
na P(0,1). Tedy lim,_,o % =1.

o f(y) = Sizy, g(x) = bz, lim,_,0 5z = 0, limy_o SY — 1. Podm. (P): bx # 0

, Ty
na P(0,1). Tedy lim,_,o S‘gi’x =1.

. cosarctan/n
(d) lim ———
n—o0 sin arccot y/n
Reseni: PouZijeme Heineho: x, = \/n, x, # 0o, lim,_, /n = 00, defini¢ni obor
je také ok.

Budeme tedy pocitat limitu funkce:

. cos arctanx . arccot x cosarctanx
Iim ———— = lim . =

z—o0 sin arccot x z—o0 sin arccot x arccot x

Pro druhy zlomek plati

. 1
. cosarctanz /g .. —sin(arctanz) - T4z2
lim T rccots = lim i

— - —
z—oo arccotxr 0/0 r—o0 1122

= lim sin(arctanz) = 1.
T—r 00

Dohromady tedy

. arccot x cosarctanx Ar,
lim — . =1-1=1.
z—o00 Sin arccot & arccot x

Zavér (z Heineho mame pro pivodni limitu):
cos arctan \/n

im — =
n—oo sin arccot /n

Pouzili jsme VOLSF:
e f(y) =sin?, g(z) = arctanz, limy—o0 g(x) = 7, limy_,z sin § = 1. Podm. (8):
sin je spojita v 5. Tedy lim, o sin(arctanz) = 1.

e fy) = Sizy, g(x) = arccot x, lim,_,o, arccot z = 0, limyﬁoﬁ% = 1. Podm.
(P): arccot z # 0 na P(o0o,1). Tedy lim,_0 sinarccotz) _

arccot T
1 vVn2+1
(e) lim <1 + log (1 + )>
n

n—oo

ReSeni: Pouzijeme Heincho, verze zprava: z, = %, Ty > 0, limn_mo% = 0+,
defini¢ni obor je také ok.

Budeme tedy pocitat limitu funkce:

. 1+ .
lim (1+log(l+x)) 2> = lim

x—04 r—04

1
elog(1+log(1+x)) I+

Pro vnitfni funkei mame

/ 1 log(1 + log(1 log(1
lim log(l —|—log(1 +:E)) 14+ = = lim /1 4+ 22- Og( + Og( +.1')) ] Og( +£U)
xr

z—0+ z—0+ log(1 + x) v 2
log(1 + log(1 log(1
/122 og(1 +log(1l +)) log(1+ z)
log(1 + x) x

ALy 1.1 =1.
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SloZena funkce pak ma:

elog(l—l—log(l—&—a:)) 1-1—9%2 _ 61

lim

x—0

Zavér (z Heineho mame pro pavodni limitu):

1 n2+1
lim <1+log <1+>> =e.
n—o00 n
Pouzili jsme VOLSF:

o fly)="B00 g(a) =log(1+x), limy o4 log(1+x) =0, lim,_o 28 — 1,

Podm. (P): log(1 + ) # 0 na P+(0,1). Tedy lim, o ) — .

o f(y)=2¢€Y, g(x) =log(1+log(1+x))\/1 + x%, lim, 04 g(z) =1, limy 1 €Y =e.

1
Podm. (S): €Y je spojita v 1. Tedy lim,_,o+ glostiHlog(l+a)y /ity

2

5. Sestrojte funkce f, g rostouci a spojité na R takové, ze = = f(x) — g(x) pro vSechna

z € R.

2 T

ReSeni: Napf. —e % a 22 — e~ %,

Zkusime to pres derivace. Jestlize 2 = f(x) — g(x), pak rovnost plati i po zderivovani,
tedy 2z = f'(z) — ¢'(x).

Tedy f'(x) = 2z + ¢'(z). Navic potFebujeme, aby f'(x) > 0 a 2z + ¢'(x) > 0, neboli.
g (x) > —2x.

Nyni vyuzijeme znalosti e* > x + 1.

Pak g(x) = —e™% i f(z) = 2% — e~* jsou rostouci a spojité a f — g = z2.
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