17. cviceni — f9
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Priiklady
1. Spoctéte limity

(a)

Vnitini funkce:

1 In(1+1
lim xln <1+) = lim M =1,
T—00 x T—00 S
nebot dalsi vnitini funkce (1
T )
x—0 Yy
2 1
lim — =0.
T—00 I

(podminka P, g(z) = 1 # 0 pro Vz € (0,00).)
Zpét k funkci

J:ln(l—i—%) — 1

lim e e,

T—00

tady podminka S, e? je spojita funkce v bodé 1.

2 xX
lim (1 - > =e2,
T—00 X

9 T
lim <1 + 2)
T—00 €T

2\* 2
lim (1 + 2) = lim emln(HzQ)
T—00 €T T—00

analogicky.

Vnitini funkce:

2 221In (14 % 2ln (1+ 2
lim zln [ 1+ — :lim—xM:hmeVO:ALO-I:O
T—00 x2 z—r00 12 % T—00 T I%

Pouzita vnitin{ funkce na logaritmus, podminka P, 2/22 # 0 na (0, co).
Celkem tedy

2 x
lim (1+2> = =1,
T—r00 €T

(podminka S, e¥ spojita v 0.)
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2. Spoctéte limity
(a)

lim
x—1

1+z (1=+/z)/(1-2)
2+ «x
Reseni:

PouZijeme tpravy na exponent a dostaneme

. 1+2 (1-vz)/(1-=) .
lim = lim
=1\ 2+ =1\ 24+
g\ VD
= lim
z—=1\2+x

a nyni dosazenim dostaneme
2\'? 2

142 (1-vz)/(1-x)
<2 + x)

lim
r——+00

Reseni:

(1 + x) (1=z)/[(1~=z)(1++/z)]

Pouzijeme klasicky trik prevedeni do exponentu za pouZziti vzorce y = e

' 142\ d-va)/A-2) ' 142
= lim = lim exp |ln
z—+oo \ 24+ x T—+00 242

Uzijeme VOLSF (varianta (S)) a pro vnitini funkci mame

1 1-—
lim ln< —|—x>. v

1—=x

Vytkneme x v Citateli a jmenovateli obou zlomki a vyjde, Ze
In1-0=0.

Uzilil jsme vnitini funkei na logaritmus, podminka (S).

Pro pavodni limitu pak mame

(1-vz)/(1-z)
lim (1+$> =) =1.
z—=+oo \ 2+

. z+2 @?
lim
T—~400 21’ —1

ResSeni:
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Upravujeme.

I T+ 2 x271. 1 r+2 2
i \grmy) = lmew g 0g)

Spoc¢teme limitu vnitini funkce

. x+ 2 9 1 B
xlggoln<2$_1>-x —ln<2>00——oo

Pivodni limita: Protoze limy , o, €Y = 0, mame

I o2)” 0
m =
m—lH-oo 2¢ — 1

(VOLSF, podminka P.)

z3
. 322 —x+1\1=
lim | ——m
t>+too \ 222 + 2+ 1
Reseni:
Upravujeme.
z3
. 3z2 —z+1\ 1= . 3z2 —x+1 a3
lim | ———— = lim exp |In .
—00 21’2—|—;p—|—1 T—00 21’2—|—:L'—{—1 1—z

Vnitini funkce

. 32 —x+1 a3 3
lim In . =In--—-00=—-0
202+ +1 1—=z 2

Protoze limy_, o €¥ = 0, pro ptvodni limitu (podminka (P)) pak je

3

, 32—z +1 i 0
1m - S EE— =
zo4oo \ 222+ + 1

iy fo(3 )]

=5+
Resent:
Upravime
m tg 2z us
lim [tg (—+x>} = lim exp {ln [tg (——l—x)} -tg21‘} =
a—I+ 8 5+ 8

Pro vnitini funkci mame

) 3
lim {ln (tg 7r> . —oo} = —00.
=T+ 8

Protoze limy_, o €¥ = 0, pro ptvodn{ limitu (podminka (P)) pak je

lim [tg <g —|—x>rg2x =0

=3+
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=

T—

22— 1\
o (27)
z—+oo \ x4+ 1

Reseni:

Upravime

: z? — 1Y =1 : 22 -1\ z-1
lm [ —— = lim exp |In .
T—00 ;1:2—1—1 T—00 :L'2—|—1 x+1

Pro vnitini funkei:

21 —1
lim In (= 2 =m1-1] =0
T—00 224+1) z+1

Dohromady

Podminka (S).
. 242 —1 1z
lim (-—————
z—4oo \ 202 — 3z — 2

Reseni: Upravime

2420 —1\" 249221\ 1 1
lim (:L”+£L”> = lim exp [ln <ZE+ZE) . ] = exp [ln2 'O] =l =1.

z—o0 \ 222 — 3z — 2 300 212 — 3x — 2

Podminka (S) pro exp i pro In.
3. Spoctéte limity

(a)

i <ln xz+1 > In@
lim
T—+00 Inz
substituce y = Inz (véta o limité slozené funkce, podminka P).

1 \me 1\Y 1\Y
lim < n+ > = lim <y + ) = lim <1 + > =e.
T—+00 Inz y—+oo Y y——+00 Yy

lim (1 + xQ) T

x—0

Reseni:
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1
lim (1 4 2°)sin®z = lim exp < log(1+ =z ))

x—0 x—0 SlIl x
Rozepiseme
2 log(1 2
lim log(1 + 2?) = lim ‘.’1'/'2 . Los _;I )Ale‘l.
2—0 sin? z z—0 sIn“ x x

Puvodni limita pak je (podminka (S))

lim (1—|—m )Smll‘ =e

x—0

2
lim (1 + 22)® "
z—0
Reseni:
cosZ 1— <1n21 1
lim (1422 )COtg T = hm(l—i—:cz)sm e = lim (142?) w2 = hm(l—i—x )t hm(l—i—x )sinZe =
z—0 z—0 z—0 —0 —0

Prvni limitu spoéteme snadno dosazenim, vyjde (1 +0)~! = 171 = 1. Zbyde tedy
pouze druh4 limita, které ale vede na predchozi priklad.

Celkovy vysledek
2
lim (1 + xQ)COtg Toe

z—0

lim (1 + tga:)mz =e

z—0

ResSeni: Prepiseme na

1
lim(1+t sinz = i In(1+t¢
Al ey me = o | gy 0+ t8)
Vnitini limitu rozsitime
t In(1+4t¢ 1 1 1+t
lim —— In(1+tgz) = lim go In(l+t7) = lim (1+tg ) Vet .
z—0 sIn T z—0 sinx tgx 0 COST tgx

Dohromady pak mame

1n(1 +tgz)| =el =e

lim exp
z—0 sin

Uzili jsme VOLSF, g(z) = tg, lim;otgz = 0, f(y) = In(1+y)/y, limy o f(y) =
1.
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. (1+tgx>1/sina:
lim | ————
z—0 \ 1 +sinx
ReSeni: PiepiSeme

. 1+tga \V/50e 1 1+tga
lim (| ———— = lim exp | —— log -
z—0\1+sinz z—0 sinx 14 sinx

Pro vnitini funkci mame

l+tgx 1+tgx
. 1+tgx . 1Og(l-i-sin:r:) (H—sinx) -1
lim — lo - = lim . -
70 sin x 1+sinz z—0 ( 1+tgz ) 1 sinx
1+sinz
IOg ( I+tgx ) .
. T+sinz tgxr —sinx T 1 AL
= lim 8 S S T B )
z—0 (1+tgx) 1 x sinz 1-+sinz
1+sinz

Druhy zlomek vyfesime I’Hospitalem

. tgx —sinx 'y . 1
lim =———— =" lim 5
z—0 T 0/0 z—0 cos? x

Diky VOLSF (podminka (S)) pak je
lim e ! lo 1+tge 1
X —_— =
z—0 P sin x & 1+sinz

—CosmA:LI—lz().

lim (sinx)
=3

Reseni:
Pfepiseme pomoci exponencialy:

tgx tg x log(sin )

lim (sinx)*®* = lim e

Spoc¢teme limitu vnitini funkce

log(sin z)

lim tgxlog(sinz) = lim sinz - - (sinz — 1)

z z—Z cosz sinz—1

Uvazujme limitu

sine—1 g .. CoS T
——— = lim -
z—Z  COST  0/0 z—% —sinT

Zpét k vnitini limité:
log(sin x )
Jog(sing) e 1) 4110 =0,

lim sinz -

7 cosr sinz —1

Prechod k puvodni limité
eV =1.

Podminky VOLSF:
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o f(y) = I;ﬁ/, g(z) = sinz, lim,_,z sinz = 1, limy 1 1;%% = 1. Podminka (P):
sinz # 1 na P(5, 7).

e f(y) =¢¥, g(x) = tanzlog(sinz), lim,_,z tanzlog(sinz) = 0, limy g e? = 1.
Podminka (S): e¥ je spojita v 0.

) (:c + a) z
lim
z—=+00 \ T — a
Jednoduchou tipravou dostaneme
lim <x+a) — lim <ma—i—a> — lim (1_|_ a ) = e2a,
T—00 Tr—a T—00 Tr—aQa T—r00 r— a

Zkouskové priklady

(2)

Reseni:

4. Spoctéte limity

1
(a) lim (1 — Varcsin x) Vicos
z—0+

ResSeni: Prepiseme jako:

1 1
lim (1 — Varcsin 3:) VISt = lim exp | ———=1In (1 — Varcsin x)
V1 —cosx

z—0+ $—>O+

Spocteme limitu vnitini funkce:

5 1n(1_¢m) :
lim ¥ln<1—\/M):hm_4 2 \/m
X

=0+ /1 — cosx =0+ 1 —cosx —V/arcsinx

VOAL W5 1.1= -~

Pak pro piivodni limitu mame

1

. - T _4
lim (1 — V/arcsin a:) eose _ o= V2
r—0+

Uzili jsme VOLSF na:

i. f=¢€Y g= {*/ﬁ ln( — Varcsin x), podminka (S)

. f= Y, 9= =55, Podminka (S)
L f =y, g= =0T pHodminka (S)
iv. f=1 1+y g —+/arcsin z, podminka (P): arcsinz # 0 na P(0, 1).

(b) lim 2eatT — )
z—0
Reseni: PrepiSeme
12+1 2
lim <26w4+1 - 1) = lim exp [x i In (261’4+1 — 1)}
z—0 3x

x—0
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Pro vnitini funkci mame

Az »
2?41 s . x2+11ﬂ(2€”“—1) et —1 4o
lim In (Qezﬂ — 1) = lim o 22— .
z—0 3z z—0 3z Qes+i — 9 1 z+1
) 4 x2+1h’1(26%—1) 6%—1
= lim - - = P20
=03 x+1 Q¢+l — 2 oy
4 8
VOAL 2 1 1.9.1=2
3 3
Ptvodni limita pak je
12+1
lim <Qez+1 — 1) =e3
z—0

Uzili jsme VOLSF na:
i f=ev, 9= In (257 1) podminka (3)

ii. f= %, g= (26% — 1), podminka (P): 2e7tT — 1 # 1, P(0, %)

iii. f= %, g(x) = ;“—fl, podminka (P): f—fl # 0, P(0, %)

1
(4T 45T 46\
() Jim, (3)

Reseni: Piseme jako
(AT 6T\E 1, (47 +5% 467
lim (—— | = limexp|—-In{ ———
z—0+ 3 z—0+ xT 3

Pro vnitini funkci mame

1. (445467 1 In(BEHEE) 47 457 467 -3
Iim - In{ —— ) = lim .

0+ & 3 om0t T 4”5%6’”—1 3
:hml,ln(W)‘ 4x_1+5x_1+61_1
z—0+ 3 W—l z T x

1
VAL 1. (In4+1n5+In6) = In120%/3

Protoze mame

4% 1 zlnd _ 1
lim = lim €7.ID4ZID4_
z—0+ X z—0+ x1ln4d
Analogicky
X
-1
lim o =1Inb
x—0+ xT
2 6" — 1
lim =1In6
x—0+ €T
Puavodni limita: )
4% T T\ o
lim (M> —= Y120
z—04+ 3

Uzili jsme VOLSF na:
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i f=¢eY g= %ln (w), podminka (S)

i. f= %, g= (%) podminka (P): (%) #1, PT(0,3).
ii. f = Ly_l, g(z) = xIn4 podminka (P): zln4 # 0, P*(0,1). Pro In5 a In6
analogicky.

Teorie

5. Necht f je funkce spojitda na R. Necht navic f(z) = 0 pro v8echna z € Q. Ukazte, Ze
pak f(x) = 0 pro vSechna z € R.
Reseni:
Pro spor pfedpokladejme, Ze pro néjaké a € R\ Q je f(a) = A # 0. Pro jednoduchost
predpokladejme, Ze A > 0 Protoze f je spojita, tak i lim,_,, = A.
Zvolme ¢ = %. Pak existuje 6 > 0 tak, Ze pro kazdé x € (a—d,a+9) plati |f(x) — A| <
21, Neboli

A 3A
O<§<f(93)<7.

Jelikoz ale v kazdém intervalu (a — 6, a + 0) existuje racionaln{ 2/, které¢ ma f(z') = 0,
mame sSpor.

(Pro A < 0 postupujeme analogicky.)

6. Sestrojte spojitou nezapornou funkci f definovanou na R takovou, Ze: pro kazdé n € N
plati 0 € f([n,00) a f neni omezené na intervalu [n, co).
Resent:

Napf. f(x) = |z sin(mx)|.
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