15. cviceni — limita slozené funkce

https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Piiklady

1. Spoctéte limity zadanych funkci

(a) lim sin bx

x—0 €T
ResSeni:

VOLSF: Vnitini funkce g(z) = 5z, limz_0 5z = 0. Vngjsi funkce f(y) = siny/y,

lim, 0 f(y) = 1.

sin bx
5

sin bx
im = lim 5
z—0 x r—0

Podminka (P): 5z # 0 na P(0, 10).

. sin32?
lim 5
x—0 €T
Reseni:

. tgx
lim ——
x—0 T
Reseni:

Pocitejme.

. xt

lim —
z—01 — cos4x
Reseni:

lim

=5.

1=25.

3 in 322
lim o = Jim 3o V2l g g
=0 2 z—0 322
VOLSF, podminka (P) a fakt, Ze lim,_,o 322 = 0.
i 1 1
limtg—x:hmsmx- =1--=1
=0 T =0 T cos T 1
xt 1 (4z%)?  voar 1 1
—=lm = = —= 2=
a—01 —cos4x? 2-016 1 — cos4x? 16 8

VOLSF, podminka (P) a fakt, Ze lim,_,o 222 = 0.

tg\/x
V2
Reseni:

lim
r—04+

(e)

tg v lim
2r =0+ /2 x

lim
r—0+

VOLSF, podminka (P) a /x — 0+ pro x — 0+.

V1 — cos x2

1—cosx
ResSeni:

lim
x—0

Pocitejme

1 tgve voar 1

7
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VOLSF, 22 — 0 pro z — 0, (P).
VOLSF, vnéjsi funkce /y — 1/v/2 pro y — 1/2, podminka (S).
11—z

(g) $ll>n010 arcsin -

ReSeni: lim 1=% = —1, konkrétné —1+ (jdeme do -1 zprava). Z VOLSF, spojitost

z—o0 1T
arcsin v —14, pak mame

) L l—=x T
lim arcsin =——,
neb arcsin —1 = g
. T
(h) lim 1n< - )
2—0 sin x
Reseni: .
lim — =1
z—0 SIn T

pak VOLSF, spojitost logaritmu v 1 déva

limln< =z ) —0,
x—0 Sinx

nebot lim, 1 Inx = 0.

(i) lim arccos(vz? 4+ x — z)

T—00

Reseni: Prve upravme odmocniny

A ) = T e 1
Jimn (Va® +x - ) xlggo\/erx 2

Z VOLSF a spojitosti arccos v bodé % mame

1
lim arccos(v/ 22 + x — x) = arccos 5=

w
(j) lim x cotg 3x

z—0

Reseni: Pocitejme.

. . cos 3x . 3z cos 3x 1 1
lim x cotg 3x = lim x— = lim — =1-—=—.
z—0 z—0 sindx z—0sin3x 3 3 3

VOLSF, 3z — 0 pro z — 0, (P).
sin

(k) lim
r—o0 X
ResSeni: Vsimneme si, ze pocitame limitu v oo.

Protoze —1 < sinz < 1 pro libovolné x € R, plati:

0 T—00 7l< sinx < 1l so

T ZT T

0,

a tedy musi byt podle véty o srovnéani (=2 policajti).

. sinz
lim =0.
r—o0 I

Matematicka analyza 1, 2022/23, Kristyna Kuncova 2



tgxr —sinx

(1) lim 3

z—0  sin°x
Reseni:
Pocitejme.
. tgx —sinzx . sinx —sinxz cosx . 1—cosx
z—0 sin®” z—0 sin” & cos & z—0 sIn“ x cos T

Nyni vhodné rozsifime

. 1fc§)s:v 1 1 1 1
= lim —%2— . :%-f:f.
e—0 sz cosw 14 1 2
X
. sindx — sin 3x
(m) lim ———
x—0 sinx
Reseni:
Zlomek roztrhneme na dva a vhodné rozsifime.
. . . . 5z sin 3z
. sinbz —sin 3z . sinbzr .. sin3z S
Iim ————————— = lim — —lim — = lim —2Z_.5—1 32 3= 2.5--.3=2
z—0 sinx z—0 sinxz z—0 sinx z—0 % z—0 % 1

VOLSF, vnitini funkce 3z a 5z, podminka (P).
cosx — cos 3
() Ty 87— o8B
z—0 x
ResSeni: Pri¢teme a odecteme ,,chytrou jedni¢ku®“, zlomek roztrhneme na dva a

vhodné rozsifime.

. CcosxT — cos3x . 1 —cosz — (1 — cos 3z) . l—cosz .. 1—cos3x
lim ————————— = lim — =—lim ———+Ilim —— =
x—0 .1,‘2 x—0 35'2 x—0 1,‘2 x—0 562

1+1, 1 — cos3x 1+9 4
= im =+ - =
2 250 (3x)2 22

VOLSF, vnitini funkce 3z, podminka (P).
(o) lim tg2ztg (z - x)
=7 4

Reseni: Nejprve si vyraz trochu zjednodusme.

. 0 . sin2z sin(Z —=x . sin (% —z) sin 2z
lim tg2z-tg (— — x) = lim . (fr ) = lim (4 ) - lim — =
=2 4 z—Z COS 2T cos (Z — a;) z—Z  €0S2r  z—% cos (Z — x)

Limity roztrhneme a vyfeSime zvI4st.
S pfihlédnutim k faktu, Ze sin § = 1 a cos 0 = 1 dostaneme
sin 2z sin2- 7

1 = =1
a:g% cos(f —x) cos(§ —7)

Pro druhy zlomek pouZzijeme substituci y = § — .

siny . siny

430 Cos 22 —y) Y0 cos(§ — 2y) -
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Déle uzijeme souctovy vzorec cos(a — ) = cos acos f + sin asin f na jmenovatel.

. siny . siny

= lim —~ — = lim — =
y—0 cOS 5 coS 2y +8in 5 sin2y  y—0 sin 2y

Rozsitime. ,
siny
v 1 1
=lim =% - - = —.
y—0 8in2y 9 9
2y

Limitu pfed substituci pak vyresime pomoci VOLSF.
Flg(z)) = SmE=2) py = s, g(x) = § — . Podminka (P), tedy dohro-

cos 2x
mady
sin (T —x 1
hm M = —.
z—Z  Cos2x 2

Zaveér: z aritmetiky limit je:

lim tg 2z - t (” ) L
im x - ——x) ==
x%%g & 4 2

(p) lim sinx — sina

r—a T —a
Reseni: Pocitejme.
sinx —sina . QSiHLEGCOSL;a sin% r+a a+a

lim ——— = lim = lim -lim cos = 1-cos
T—a T —a r—a T —a T—a xT T—a

= cosa.

2sin?z +sinz — 1

lim
(@ e—= 2sin?x — 3sinz + 1

Reseni:
Trik je v pouziti metod na rozklad kvadratického trojélenu (tfeba pocitanim kofenu
kvadratické rovnice nebo uhodnutim). Zde plati

. 2sin?z +sinz — 1 . (2sinz —1)(sinz + 1)
lim —— - = lim - - =
eI 2sinx —3sinz +1  2—7T (2sinz — 1)(sinz — 1)

sinx—l—l_%%—l_

= i = = -3.
xl—r% sinz — 1 % -1
1+tgx— V1 i
(r) lim V1+tge 3\/ +sinz
x—0 €T
Reseni:
Pocitejme. Nejprve se vypofadame s odmocninami.
. VI+tgr —+/1+sinz . l+tgex—1—sinx 1
lim 3 = lim 3 : :
20 x =0 x VI+tgz ++/1+sinz
Mame
. 1 voAr 1
lim : = —.
=0 /T Ftgz + /1 +sinz 2

Matematicka analyza 1, 2022/23, Kristyna Kuncova 4



Pro druhou limitu pak plati

. tgx —sinx . 22‘;? —sinz . sinz —sinzcosz

im =—————— = lim €% — [lim

20 3 0 3 20 z3cosz

I sinz(1 — cos ) 5 sinzl—cosz 1 . 1 1voarl

1m ———— — 111N = - o — . — = —.
0 x3cosz 0 2  coszx 2 1 2

Celkem pro ptvodni limitu dostaneme z VOAL i.

2
(s) lim .x
z—=0+4/1 + xsinx — y/cosT

Reseni:
Pocitejme. Nejprve se vypofadame s odmocninami.

x2 . x2 VvV1+xsinx + \/cosx

lim = lim -
x~>0\/l+xsjnx—\/cosgj z—01+ xsinxr —coszx 1
i z? V14 zsinx + y/cosx
= l1m .
=01+ xsinx — cosx 1

1 vV1+ xsinx + \/coszx I 1 V14 xsinx + 4/cosx
. e 1 .

= . lim

70 1+xsir;a2c—cosx 1 70 1—;83:2 + sigm 1
VOAL 1 1 4
= 25 =2-3= 3
7 t1 2
. sinmx
(t) lim — , kde m,n e N
T—7T SIN NI
Reseni:

Substituujeme y = x — . Jestlize x — 7, potom y — 0, a tedy plati.

. sinmxz . sinm(y+7w) . sin(my+ mn)
lim — =lim ————=lim————~ =
z—r sinne  y—0 sinn(y+7)  y—0 sin(ny + nw)

Nyni pouZijeme souctovy vzorec sin(a+ ) = sin acos 5 +sin f cos a a piihlédneme
k faktu, ze cosmm = (—1)™ a sinmm = 0 pro libovolné m pfirozené.
sinmycosmm +sinmmcosmy .. (—=1)"sinmy

= lim —; - = lim - =
y—0 sinny cos nw + sin nmw cos ny y—0 (—1)"sinny

Nyni jrozsifime, pouZijeme vétu o aritmetice limit a VOLSF":

(_1)msinmy
= lim —— ™ qymen
y—0 (_1)nM n
ny

m
n

. arctanx
(u) lim ———
z—00 arccot x

ReSeni: lim; o arctan = 7, lim, o arccot = 0+. Pak

. arctanz  §
lim ——— = = =oo0.
r—oo arccotx 0+
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Zkouskové priklady

2. Spoctéte limity zadanych funkei

sin(ta
(a) lim in(tan :c)
2—0 arctan(arcsin x)
Reseni:
lim sin(tan a:) — lim sin(tanz) tana arcsinx‘ T VOAL g,
z—0 arctan(arcsinz) 2—0 tanx x  arctan(arcsinx) arcsinz

VOLSF 1: f(y) = =%, g(z) = tanz, (P) tanz # 0 na P(0, 7).

VOLSF 2: f(y) =

1 — cos(arctan x)

Y
arctany’ g

(z) = arcsinz, (P) arcsinz # 0 na P(0, §).

b) li
( ) zli% .%‘2
ResSeni:
. 1—cos(arctanz) . 1—cos(arctanz) . (arctanz)? voar 1 o, 1
lim = lim =" .14 =,
70 z? =0  (arctanz)? 20 x2 2 2
VOLSF: f(y) = 1_5353’, g(z) = arctan z, arctanx # 0 na P(0,42).
(¢) lim #*?arcsin(v/ad +1— /a5 — 1)
Tr—00
ResSeni: Nejprve rozsifime argument arcsinu.
5+1 51 2
\/J:5—|—1—\/:L‘5—1:(\/$5+1—\/$5—1)'(\/$ +1+ Vo )

(VP +1+vVad—1) Vot 1l+4Vo -1

Pak ptvodni limita:

. 2
lim 2°/2 arcsin( 2 > = lim e ( V$5+1+V“’5_1) . 225/
T—00 \/IE5—|—1—|-\/JJ5—1 T—00 7m2r =1 \/$5+1+\/$5—1
. 2
o arcsin ( Ty \/ﬁ) ' 9
2
T—00 VT \/1—|-1/3:5_|_\/1—1/x5
2
voAL 2 _
2
Ccos T
d) lim (422 — 97%)———
(@) i (e = O e
Reseni:
3m\2 2 2
x— L 4x“—9
lim (4x2—97r2)7cos,x = lim COS§ ( .2) s 37T
o3 1+sinzx x_ﬁ%ﬁx—?ﬂ' 1+sinz x—%
C oy COS% .(x—%’rf (22 — 3m)(2z + 2m)
_x—>3§:c—37” 1+sinx x—%”

VAL 9. 127 = 247

Limity plynou z obrazku a vlastnosti sin a cos.
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1 -+ sin(a

. arctan(v/z2 + sin® x — /22 — cos? 1)
(e) lim
T—00 \/x2+2—\/x2+1
Regeni: Nejprve rozsiFfime odmocniny.

1

\/:c2+sin2x— \/.IZ—COSZx:

Va2 +sin?2z + Va2 — cos?x
1
Va2 +2+ Va2 +1

Va2 +2— /22 +1=

Pak
y arctan(y/a2 + sin?z — V22 — cos? z)
im
T—00 Va2 +2— V22 +1
1
— lim arctan 22+4sin? z+v/x2—cos2 = \/%2 + 2+ \/IL‘2 +1
= - . .
T etV o Va? +sin® z + Va? —cos’
1
— lim arctan vV z2+sin? z+vz2—cos2z  V x? \/1 + 2/.%'2 + \/1 + 1/1‘2
= : . . :
o Va2 sin? e4+Va?—cos? z V? \/1 + (sin® ) /a? + \/1 — (cos?z)/a?
2
VoAL 1 2 g
2
Jednotlivé limity:
lim sin? x —0 lim cosz:c _0
r—00 I r—oo I

podle véty o omezené a mizejici funkci.

V14+2/22 =1, /1+1/22 =1, 1+ (sin?x)/22 =1, /1 — (cos?x)/z2 — 1.

VOLSF (S) vnéjsi funkce /y je spojita v 1.
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VOLSF 2: vnéjsi funkce (arctany)/y, vnitini funkce g(z)

_ 1
o V x24sin? z4+vx2—cos?
Navic lim, o g(2) = 0. Ze dvou policajtti a odhadi

x2§x2+sin2x, :1:2—1§a:2—(:052:1:

mame
2 -2 2 2
r° +sIin” xr — 0o, r® — cos”xr — 00.

2 cos?z # oo, tedy je splnéna podminka (P) pro limity

Va2 4+ sin? z — oo, V12 —cos?x — 0.

Dohromady z aritmetiky limit

2?2+ sinz £ooix

1
lim

=0
=00 (/22 4 sin? & + V22 — cos? z

Navic
1

# 0,
Va2 +sin®z + Va2 — cos?z

tedy z podminky (P)

arctan 1
v 22+sin? z4+vz2—cos? z

1
\/:):2 +sin? z+v/22—cos? x

=1.
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Bonus

3. Existuje spojita funkce takova, ze lim,_, f(x) neexistuje, ale lim,_,~ f(n) ano?
ReSeni: Napf. f(z) = sin(rz). Pak lim, o f(z) neexistuje, ale lim, ;o f(n) =
limy,, 00 sin(7n) = limy, 00 0 = 0.

4. Sestrojte funkci definovanou na celém R, kterad ale ma limitu pouze v 0 (v ostatnich
bodech limita neexistuje).

Reseni: f(z) = xD(z), kde D(z) je Dirichletova funkce.

5. Necht f:[0,1] — [0, 1] je bijekce. Rozhodnéte, zda je pak f spojita alespoii v jednom
bodé.

ReSeni: Nemusi byt. Uvazujme funkei jako na obrazku, kde Cervend plna zobrazuje

racionalni body a zluta ¢erchované iracionélni.
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