11. cviceni — rekurentni posloupnosti
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Priklady
1. Spoctéte limitu rekurentné zadané posloupnosti
(a) a1 =0, apt1 = a"47+3
Reseni:
Priklad is FeSenim méme odtud: https://users.math.cas.cz/ vanzura/SBIR8
.PDF

e Za predpokladu, Ze posloupnost mé limitu, miizeme psét

. . . an+3aL L+3
L= lim a, = lim apy; = lim =

Odtud L = 1.

e Posloupnost je omezené: Posloupnost je ziejmé kladna.
Dale predpokladejme, ze a, < 1. Pak

Z indukce pak plyne, ze 0 < a, < 1.
e Posloupnost je neklesajici:
ap < Ayl

an <

da, <
3a, <
an <

coz je pravda z pfedchoziho kroku.

() a1 =V2, ans1 =2+ an

ResSeni: Pro n-ty ¢len mame vzorec

an:\/2+\/2+...+\/§.

n odmocnin

Posloupnost a, je zfejmé ostie rostouci, nebot nerovnost a,+1 > a, se lehce ovéri
(napf. umocnénim). Dokazeme, Ze a, < 2 pro libovolné n; umociiovanim na
druhou totiz postupné dostéavame

an§2<:>\/2+\/2+...+\f2§2<:>2+\/2+\/2+...+xf2§4<:>

n odmocnin n — 1 odmocnin
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@\/2+\/2+...+\/§§2<:>...<:>\/§§2.

n — 1 odmocnin

Protoze posloupnost je monoténni a omezena, konverguje, tj. ma vlastni limitu L.
Tuto limitu Ize nyni navic snadno spoéitat, nebot

limanp4; =limv2 4+ ay,

L=+v2+1L
L=2.
(¢) a1 =+/¢, any1 = ¢+ ay, kde ¢ > 0.
Reseni:
Priklad is FeSenim mame odtud: https://www2.karlin.mff.cuni.cz/"pick/an
alyza.pdf

Pro ¢ = 0 je posloupnost konstanté nulova a tedy lim;,_,., a, = 0. Necht ¢ > 0.
Ztejmé plati, ze a, > 0 pron € N.

e Za predpokladu, Ze posloupnost ma limitu, miZeme pséat (véta o odmocning)
= im0 = M G = Jim voFan = Vot
Ziskdvame kvadratickou rovnici
L~ L—c=0.

Tedy
1++/1+4c
2
Ale protoze posloupnost je kladna, nemtze mit zapornou limitu %(1— V1+ 4e).
_ 1+/1+4
Tedy L = —25=.

L:

e Posloupnost je rostouci: Indukei.
Ztejme plati a1 < 15. Pak

ap =Vap_1+c<va, +c=api1.

Z indukce je tedy posloupnost {a,} rostouci.

e Posloupnost je shora omezena: Ziejmé a; < /c + 1. UkaZeme indukei, Ze
jestlize a, < v/c+ 1, pak i ap4q1 < /c+ 1.

ant1 =Van +c<\/Ve+1l+ce< \/2\/E+1+c:\/(ﬁ+1)2:ﬁ+1.

(d) a1 =10, aps1 =6— 2=

Qn

Reseni:
Priklad is feSenim mame odtud: https://www2.karlin.mff.cuni.cz/"pick/an
alyza.pdf
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e Za predpokladu, Ze posloupnost mé limitu, miizeme psét

5} 9
L= lim a, = lim ap1; = lim 6——A:L6——
n—00 n—o00 n—o0 an L

Ziskdvame kvadratickou rovnici
L? —6L+5=0.

Tedy
Ly =1, Ly =5.

e Posloupnost je zdola omezena:
Ziejmé a1 > 5. UkaZeme indukci, Ze jestlize a,, > 5, pak i ap4+1 > 5.

5 5
p41 =6 ——>6— - =05.
an 5
e Posloupnost je klesajici:
Ap > Gpil
5
anp > 6 — —
an
a2 —6a, +5 >0
Qn
(an —5)(an — 1) =0
an,

Posledni fadek, je ale pravdivy, protoZze uz mame a,, > 5.
Zaver: L = 5.
1 1 o
(e) a1 >0, apnt1 = 5 (an + — ] . Dokaite, Ze lim a, = 1.

an n—00

ReSeni: Ukazeme, Ze posloupnost je omezena a monoténni, tedy konvergentn.
Oznacime-li potom jeji limitu L, potom musi platit

| | 1 ( 1 )
limay =lim = |z, + —
2 T,

1 1
L=lim-(L+ —
1m2< —|—L>

odkud plyne, Ze

1 1 1
L=1lim=(L+ = L==-sL>=1.
1m2( +L)<:> L<:>

Ziejmé tedy limitou, pokud je posloupnost konvergentni, muaze byt pouze ¢islo
—1 nebo +1. Protoze xy > 0, jsou vSechny ¢leny posloupnosti nezédporné (diky
rekurentnimu vzorci), a tedy —1 nemuze byt limitou, zbyva 1.

Zbyva dokéazat konvergenci, tj. monotonii a omezenost. Podle nerovnosti mezi
aritmetickym a geometrickym priameérem (AG-nerovnost) vyplyvé, Ze pro libovolné

a >0 je
1 1 1
—la+—-) >214/a-—=1,
2 a a
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a tedy plati, Ze libovolny ¢len posloupnosti s vyjimkou xg je vétsi nez 1.

1 1 1/1—22
n n

Odtud plyne, zZe posloupnost je klesajici (pficemz ostie, pokud 0 < x # 1, nebot
v AG-nerovnosti nastava rovnost pouze tehdy, déla-li se priumér stejnych ¢isel). Z
toho, Ze posloupnost je od druhého ¢lenu klesajici plyne, Ze je omezené, nebot plati,
7e

0 < x, < max{zg,x1}.

(f) Necht 0<a<1. a1 =0, apr1 =an+ %(a —a?).
Regeni: Pokud a = 0, pak je posloupnost identicky nulova a limita je rovna 0.
Necht tedy a # 0 a necht 0 < z, < y/a. Tato nerovnost jisté plati pro z1. Pak
Tn = /a — ¢, kde € < y/a a protoZe plati, ze v/a < 1, je také € > y/ag, a proto

1

Tnit = Va— e+ oo~ (Va- o)) = Va—e+ (2 )

=Va+ (Vas —¢) - < Va—e* < Va.

Pfitom méame x,1 > 0, protoZe pro x,, < y/a je prirustek %(a — z2) kladné &islo.
Indukei jsme tak dokazali, ze pokud x, < y/a, potom také x, 1 < v/a.

Tim jsme indukci dokazali, Ze posloupnost je omezena a Ze pro kazdé n piirozené
plati, ze 0 < x,, < \/a. Z toho plyne, Ze posloupnost z,, je rostouci, protoze

1
Tpt1 — Ty = 5(0, —z2) > 0.
7 toho plyne, Ze posloupnost je konvergentni a existuje vlastni limita limx, = L.
7 toho plyne, ze musi platit

1 1
lim 241 = lim(x,, + i(a —22) e L=L+ i(a I el’=as L=+
Protoze ale vSechny ¢leny posloupnosti jsou kladné, pripada v avahu pouze L = \/a.
Snadno se ovéri, ze vysledek plati i pro specialni pfipad a = 0.

(g) a1 =a,az=b,a<b. anﬂz%.

Priklad is FeSenim méame odtud: https://www2.karlin.mff.cuni.cz/"pick/an
alyza.pdf
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120 2. LIMITA POSLOUPNOSTI

Tento vztah chapeme jako rovnici pro neznamou A. Rovnice ma dvé fesent, a sice
A=1aA=>5.

Zatim jsme dokazali pouze nasledujici implikaci: je-li posloupnost konvergent-
ni, pak plati bud A = 1 nebo A = 5. Zatim v$ak nevime, zda posloupnost néjakou
limitu ma. To se nyni budeme snazit dokazat, a to pomoci véty o limité monoténni
posloupnosti (Véta 2.4.1). Vzhledem k tomu, Ze a; = 10 a navic, jak snadno ov¢-
fime dosazenim, plati a> < ay, je pravdépodobné, ze limitou posloupnosti, pokud
néjaka existuje, je spise ¢islo 5 nez ¢islo 1 a ze posloupnost je klesajici.

Dokazeme matematickou indukci, ze pro kazdé n € N platia, > 5. Pron =1
je toto tvrzeni zfejmé. Piedpokladejme tedy, ze pro néjaké n € N plati a, > 5.

Potom

5 5
apy1 =6—— >6——-=25,
an 5

a tvrzeni tedy vyplyva z principu matematické indukee.
Nyni dokazeme, ze posloupnost {a,} je klesajici. Zvolme n € N. Chceme do-
kazat, ze

5
ap > Ap+1 :6__7
an
jinymi slovy
an_6+i _ 4y —6ay+5  (an—5)(an—1) o
an [277% an

Posledni nerovnost ovsem snadno plyne z toho, ze a, > 5.

Dokazali jsme, ze posloupnost {a,} je klesajici a ze pro kazdé n € N plati
an > 5, takze {a,} je zdola omezena. Podle véty o limité monoténni posloupnosti
(Véta 2.4.1) je tedy {a,} konvergentni. Oznacme jeji limitu symbolem A. Podle
uvahy v prvni ¢asti feseni musi platit bud 4 = 1 nebo 4 = 5. Z toho, ze pro kazdé
n € N plati a, > 5, vyplyva podle véty o limité¢ a uspotadani (Véta 2.2.44(b)), ze
A > 5, takze moznost A = 1 je vylouc¢ena. Muzeme tudiz ucinit zavér, ze

lim a, = 5.
n—>oo

&»

2.6.22. Priklad. Nechta,a; € R, a; < ap, a pro kazdén € N, n > 2, je hodnota
a, zadana predpisem
ap + ap—1
2
Rozhodnéte, zda existuje lima, a pokud ano, spoctéte ji.

an+1 =

Resend. Nejprve ukazeme, ze pro kazdé k € N plati
Aok—1 < A2k41 < A2k+2 < d2k- (2.26)
Ze zadané nerovnosti a; < a vyplyva, ze
a +ax a +ap

az = < =a
3 > P 2
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a +ay  ar+a
az = ) > ) =daj.

Odtud dale plyne, ze

as+ax ax+as

ag = 5 < 5 = ds
a podobné
asz+a az+as
a4 = > = das.
2 2

Kombinaci odhadd dostaneme
a; <az <dag <daj,

coz je (2.26) pro k = 1. Pfedpokladejme, zZe (2.26) plati pro néjaké k € N. Pak z

nerovnosti dog+1 < dag+2 odvodime

Qok+1 + dok42
A2k+1 < - 5 = azk+3-

Z této nerovnosti dale plyne

_ Qf42 T Azk41  Gok42 tA2k43
azk+3 = ) < ) = A2k +4-

Koneéné z nerovnosti a1 < dag42 dostaneme

A2k+2 + A2+

Ark+3 = - 5 < Azk+2,

a tedy
A2k+3 + Aok+2
2

Ovérili jsme tedy platnost nerovnosti (2.26) pro kazdé k € N.

Z (2.26) plyne, Ze posloupnost {az,}52, je klesajici, posloupnost {az,-1}52,
je rostouci a pro kazdé n € N plati a1 < a, < a,, takze posloupnosti {a,,}52, a
{azn—1}52, jsou omezené. Podle véty o limité monoténni posloupnosti (Véta 2.4.1)
tedy existuji vlastni limity

azk+4 < azk42-

lim a, =A a lim as,—; = B.
n—>oo n—>oo

Ze vztahu
dp—1 + ap
an+1 = —
vyplyva, ze
A+ B
p=22
2

atedy A = B. Ob¢ posloupnosti {az,}52; a {azn—1}52, tedy konverguji ke stejné
limité.
Necht k € N, k > 2. Prepiseme vzorec definujici ax ve tvaru

Ag+1 — Ak = dk—1 — dk+1-
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Necht n € N. Potom pro hodnoty k = 2,3, ..., n postupné dostaneme
asz —dz =day; —as,

a4 — a3z = dz —da,

ap—1 —dp—2 = dp—-3 —dp—1,

ap —dp—1 = dp—2 —dap,

n+1 —dp = dp—1 —A4n+1-
Seétenim vsech téchto rovnosti dostaneme vztah

ap+1 —dz =4d1 +az —ay —dp+1-

Odtud plyne, ze
A—ay=a1+a,—A— A,
a tedy
2
g Gt
3

&»

2.6.23. Priklad. Posloupnost {a,} necht je zadana rekurentné pomocivztahiia; =
laapy = ﬁ, n € N. Ukazte, ze tato posloupnost ma limitu a spoctéte ji.

Resend. Definujme funkce

f0) = 80 = S = 5, xel0.1]

Necht ¢ znadi kotfen kvadratické funkce x? + x — 1 nachézejici se v intervalu [0, 1],
tj.c = %(\/g— 1). Protoze g(x) = 1— Hix,je g naintervalu [0, 1] rostouci a pomoci
clementarniho vypoctu ovéiime, ze

e rovnice g(x) = x ma v intervalu [0, 1] pravé jeden kofen, a to c,

e x <g(x)<cprox e[0,c)ac <x < g(x)prox e (c,1].
Jelikoz pro kazdé k € N plati arky2 = g(azk) a axx+1 = g(azk—1), dostavame z
vlastnosti funkce g nerovnosti

Ay < Ag < < lpk <Aof42 < C < lpp4+1 < dApk—1 < +-<az<ay, k € N.

Posloupnosti {as } a {ax—1} jsou tedy monoténni a omezené, coz znamena podle
Véty 2.4.1, ze jsou konvergentni. Oznaéme a = limay, a b = limayk—;. Protoze

Qog+2 = glazk) = ;igif , dostavame z véty o aritmetice limit (Véta 2.2.36) rovnost

a = g(a). Proto a = ¢. Obdobn¢ odvodime, Ze b = ¢, a tedy lima, = %(«/g -1
(vizte Vétu 2.3.23). -

2.6.24. Priklad. Spoctéte limitu

1\"
lim (1 + —) )
n—o0o 2n




2. Urcete limity z definice:

(a) an = nL.H

Reseni:
Priklad is feSenim méme odtud: https://kag.upol.cz/matl/texty/ch06/kapi
tola6.pdf
Polozme A = 1. Mé&jme libovolné ¢ > 0. Hledame takové ng, ze pro kazdé n > ng
je
n
— 1‘ <e.
n+1
Méme
n 1= 1
n+1 Cn+1
Pocitejme
1
<e
n+1
1
-<n+1
-—1<n
Pak stac¢i polozit ng = E —17.
(b) an = 2%
ResSeni:
Priklad is FeSenim méme odtud: https://kag.upol.cz/matl/texty/ch06/kapi
tola6.pdf
Polozme A = 0. Mé&jme libovolné ¢ > 0. Hledame takové ng, Ze pro kazdé n > ng
je
1
27 - 0| <e.
Pocitejme
1
27 <e€
1
-<2"
€
1
logy — < n

Pak stac¢i polozit ng = [log, %]
(¢) an =mn?
ReSeni: Polozme A = co. Mgjme libovolné K > 0. Hledame takové ng, Ze pro
kazdé n > ng je
n? > K.

Pocitejme

Pak sta¢i polozit ng = [VK].
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