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Teorie

Definice 1. Nechť x ∈ R. Potom číslo k ∈ Z splňující k ≤ x < k + 1 nazýváme celou částí
čísla x a značíme ⌊x⌋ nebo [x].

Hinty

x− 1 < ⌊x⌋ ≤ x

⌊x⌋ ≤ x < ⌊x⌋+ 1

1 + 2 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2

Algoritmus

K dispozici máme dva postupy:

1. Použijeme odhady x− 1 < ⌊x⌋ ≤ x a aplikujeme dva policajty.
Varianta: jde-li posloupnost k ∞, stačí spodní policajt.

2. Pro typ limn→∞[an] (celá část kolem celé posloupnosti an): Spočteme limn→∞ an = A,
A je typicky celé číslo. Pak ukážeme, zda jde ke své limitě shora (celé části to neublíží)
nebo zdola (celá část vyjde o 1 menší).

Příklady

1. Spočtěte limity s celou částí

(a) lim
n→∞
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]
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(j) lim
n→∞
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[kx], x ∈ R
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2. Buď dáno x ∈ (0,∞). Označme [x] celou část čísla x a {x} = x − [x] desetinný rozvoj
čísla x. (Například {π} = 0, 1415926 . . ..) Sestrojme posloupnost

{x}, {2x}, {3x}, . . . , {nx}, . . .

Dokažte, že:

(a) Je-li x celé, má posloupnost limitu 0.

(b)P Je-li x racionální necelé, tj. x = r/s, má posloupnost hromadné body 0, 1s ,
2
s , . . . ,

s−1
s .

(c)** V Je-li x iracionální, vyplňují hromadné body posloupnosti celý interval [0, 1].

3. Pomocný příklad k (c). Dokažte:

(a) Nechť θ ∈ R a t ∈ N. Potom existují celá čísla pt, qt tak, že |qtθ − pt| < 1
t . Přitom

0 < q ≤ t.

(b)♡ Jestliže θ je iracionální, je lim
t→∞

qt = +∞.

(2b)Uvažujter,snesoudělnáazkoumejtezlomky
r
s,

2r
s,

3r
s,...

(3a)Pročíslak=0,1,...,tpoložmerk=⌊kθ⌋.Rozdělmeinterval[0,1]načástiodélce1/t.Zkoumejmečísla
xk=kθ−rkakdeležívintervalu.
(3b)Sporem.
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