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Priklady

9. cviceni — Limsup, liminf
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1. Spoctéte limitu, neexistuje-li, najdéte limes superior a inferior a hromadné body

(a)

5 (07)
Jim sin (no
Reseni: Posloupnost postupné nabyvéa hodnot
V2 V2 V2 V2 V2
2

1 —,—1,——0
277277 27 ) 277

P

Hromadné body:

limsup a, = 1, liminf a,, = —1
1

lim 3 (1 — > +2(=1)"

n—o0 n

Reseni: Pron =2k —1, k=1,2,..., (tedy pro licha n) mame

3 3
I Y 9 lm1-—° -1
mk =003 = 5 ot T2k -1

Pron =2k, k=1,2,..., (tedy pro suda n) mame

. 3 . 3
kl;n;o3—ﬁ+2—klggo5—%—5.

Hromadné body jsou {1,5}, limsupa, = 5, liminf a,, = 1.
I 2n% + 2n + nsin 2n
im

n—o0 n.cos 3n + (2n + sin4n)

2
Reseni:

Vytkneme nejrychlejsi élen:

2n% 4 2n + nsin 2n _ 24 2 4 snin 2 1

S50 1 cos3n + (2n + sindn)? | nteo cos3 fsindn | sn’dn 4 2
n—00 1, COS oN n S1n 4n n—oo COSon 281N 4n sin” 4n
s3n 4 4 4 dsindn 4 sin®

Protoze limita existuje, tak hromadnym bodem je jen % a lim sup a,, = liminf a,, =
lim,, o0 ap, = %

: n—1 3
lim (—1) 24 —
n—o0 n
Reseni: Posloupnost nenf konvergentni. M4 jen dva hromadné body, a to limity
vybranych podposloupnosti zg9, = —(2 + %) a Tont1 = (24 ﬁ) Proto

limsup x,, = 2, liminfz, = —2.
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(=) T4+ (=D
S L
ResSeni: Posloupnost méa jen dva hromadné body, a to limity vybranych pod-
posloupnosti zg, = % +1axomy1 = % Proto

limsup x, = 1, liminf z, = 0.
n nmw
f) lim 1+ cos —
( ) n—o00 n+1 2
Resent: Uvazujme nejprve posloupnost b, = 27 cos "5t. Protoze cos "3- nabyva
poporadé hodnot 0, —1,0, 1, jsou nenulové pouze sudé ¢leny posloupnosti. Ty jsou
rovny
In + 2 o1 4dn N
T =— -1, Typ = ———
An+2 in+3 4n dn+ 1

Liché ¢leny posloupnosti jsou nulové.
Hromadné body posloupnosti jsou tedy {—1,0,1} a

limsupb, =1, liminf b, = —1.
Pro posloupnost a, =1+ ;75 cos 5 pak mame hromadné body {0,1,2} a

lim sup b,, = 2, liminf b,, = 0.

n(n—1)

() lim 1+2(-1)""+3- (1)

Reseni: Clen n(n —1)/2 je sudy pro n = 4k a n = 4k + 1, naopak pro n = 4k + 2
an = 4k + 3 je lichy. Posloupnost x,, tedy tvoii ¢tyii konstantni podposloupnosti:

Ty = 1243 =2, xyn41 =1424+3 =6, x4p42=1-2-3=—-4, z4p43=14+2-3=0.
Z toho plyne, Ze lim sup z,, = 6 a lim inf 2, = —4. Hromadné body jsou {—4,0,2,6}.

(h) nll)rgo(cos ™m)n

Resent: Podposloupnosti xo,, = 2n a xop11 = —2n— 1 rostou do +oo, resp. klesaji
do —oo. Tedy
lim sup x,, = sup x,, = 400, lim inf z,, = inf z,, = —o0.

(i) lim —n[2+ (—1)"]
7’3*)00
Reseni: Posloupnost je konvergentni, protoze —n[2 4+ (—1)"] < —n — —oo. Proto
lim sup z,, = liminf x,, = inf z,, = —o0.
(j) lim In(=1)" + V2

n—soo N+ 1

Reseni: Pron =2k —1, k=1,2,..., (tedy pro licha n) mame

—2(2k — 1
m¥+ P2 = _241=—-1

el 2k + 1+ 1
Pron =2k, k=1,2,..., (tedy pro suda n) mame
2(2k
lim 2 )+2{“/§:2+1=3
k=12k +1

Tedy limsup a,, = 3, liminf a,, = —1, hromadné body: {—1,3}.
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2. (a) Necht M je konefna mnozina pfirozenych ¢isel. Najdéte posloupnost a,, takovou,

7e jeji mnozina hromadnych bodi je rovna M.
Reseni: Necht M je tvaru {m1,ma,...,my}. Hledana posloupnost je pak tvaru
ap =miy, Gz = Ma,. .., G = Mk, Qpr1 = M1, Gpro = Ma,...(cyklus pres M).

(b) Najdéte posl. a,, takovou, Ze jeji mnozina hromadnych bodu je rovna N U oc.
Reseni: Napi. posloupnost {a,} = {1,1,2,1,2,3,1,2,3,4,...}.

(c) Ukazte, Ze nelze najit takovou posloupnost, aby mnozina jejich hromadnych bodu
byla rovna N.
Regeni: Myslenka:
Necht {a,} je takova posloupnost, Ze mnozina jejich hromadnych bodu je rovna N.
Pak lze vybrat podposloupnosti takové, ze

1 1 1 1
ay, Gz, Gz, G4, ... —1
2 2 2 2
ai, a3, as, aj, ... — 2
3 .3 3 3
ai, ay, az, ay, ... —3
4 4 4 4
ai, ay, az, a5, ... —4
Navic mtizeme piedpokladat, Ze a} > 1 — %, a3 >2— %,. Lar>n— %
Vybereme diagonalné prvky a%, a%, ag, aj, .... Ty vytvori posloupnost jdouci do oo,
COZ je spor.
3. (a)
. sinn
lim
n—oo N

Reseni:

PouZijeme vétu o sou¢inu omezené a mizejici posloupnosti, 1 > sinn < 1, lim,, oo 1/n =

0, tedy .
lim 22—
n—00 n
(b)
2 n n
lim T\L/<1—|—> + <1—)
n—oo n n
Reseni:
Odhadneme
2\" 2\" 1\" 2\"
{027 <062 < -
n n
Navic
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2\" 2
1m1“2<1+> :1m1Vz<ﬁ+>=141+m
n—o00 n n—oo n

Ze dvou policajti tedy

. 2\" 1\"
lim '\L/<1+> +(1> =1
n—o0 n n

25
(¢) lim (_1)71;17\/77
n—00 ns + 2{1/5
ReSeni: Prve spo¢teme

2 2
n n 1
i Vg LV voar, 1
n—oo n3 + 2{1/5 n—oo 13 (V/n)2 1+0
1+ ~5—
7 véty o omezené a nulové posloupnosti pak méme i
2 mn,
. YN
gV =
(d)
lim 7713 ol
n—oo n
aeN
Resent:
1 a =
3 1 314 1 + 1 )
hmw:hmiﬂz 0, a>3
n—00 ne n—oo0 N 1
o, a<3
() ) \
1 2
lim (n+1)°+ (3n+2)
n— 00 ne + n4
aeN
Reseni:
81/2 a=14
1)2 + (3n +2)* L+ 5%+ (34 2) ’
lim (n+1)"+@Bn+2) :limn4(” ) ( n) =< 0, a>4
n—o0 n® + n4 n—00 n® + n4

81, a<4

CoNA (2 2
L (n=2)t = (24
n—00 n% + n2

a € N Reseni:
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(n=2)' =~ (n* 417

lim = lim (n*—2-4n® + .-+ 2H% — (n* + 202 + 1)

n—o00 no + n? n—00 ne + n?
-8, a=3
=4q 0, a>3
—00, a <3
(&)
lim n® (f/nQ—i-l— 3/n2—1),
n—+o0o
kde a € R

ResSeni: Odstranénim odmocniny z ¢itatele pomoci vhodného rozsifeni (viz jmen-
ovatel nésledujiciho zlomku) mame

lim n® ({’/nQ—&—l— 3/712—1)

n—-400
241)—(n?-1
e (n+ 1)~ (n? - 1)
notoo $/(n2 +1)2 4 V/n? + 1Vn? — 1+ /(n? — 1)?
. 2n®
= lim

n=+oo 3/ (n2 + 1) + V/n? + 1V/n? — 1+ {/(n? — 1)?
a vytknutim n%/3 ze jmenovatele dostaneme

= lim no 43 2
n—ro0 (M +1/n2)2+ 1+ 1/n23/1—1/n2 + /(1 — 1/n2)2

a) Pro o = 4/3 vyjde

2 2 2
lim = ==
notoo (1+1/n2)2+ Y1+ 1/n2Y1-1/n2+ Y (1-1/n2)2 1+1+1 3

b) Pro a > 4/3 vyjde

2
: a—4/3  1:
ngl}rloon ngrfoo 3 2)2 3 23 _ 2 3 _ 2\2
(A +1/n2)2 + Y1+ 1/n23/1—1/n2+ /(1 — 1/n2)
2
= (+00) - 3 = +o0
3
¢) Pro a < 4/3 vyjde
2
: a—4/3  1;
nll}I—ir-loon ngr—lr-loo 3 2)2 3 23/1 — 2 N — 2)2
YA+ 1/n2)2 4+ 3/1+1/n2Y1—-1/n2+ Y/ (1 - 1/n?)
2
=0--=0.
3

(h) Urcete a,b € R tak, aby

lim (V/n3 —n—an—b) =0

n—o0
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Reseni:

3 3
e . —n— (an+1b)
1 s an—b) = 1 n®> —n — (an
ngrolo( n?—n—an-b) 00 (n? —n)2/3 + (n3 —n)1/3(an + b) + (an + b)2

~ lim n3 —n — (a3n?® + 3a®n?b + 3anb? + v?)
oo (n3 —n)2/B3 4 (n3 —n)1/3(an + b) + (an + b)2

Vedouci ¢len ve jmenovateli je n?, v itateli n3(1 — a®). Aby byla limita vlastni,
musi byt a = 1. Pak v ¢itateli zbyva 3a?n?b, které se také musi vynulovat, jinak
by limita byla > 0. Tedy b = 0.

Urcete a > 0 tak, aby nasledujici limita byla vlastni

o 13 —1)"
i (n*+1)° + a(-1)

n=oo p2(yn?+1-—n)

n—oo n
1\*  a(-1)"
: 3a—1
e (H ) ] (v = )
2, a=1/3
=1 o0, a>1/3
0, «a<1/3

Vian? — 2
lim (v4n? —n —2n) = lim (\/4n2—n—2n)-wf lim ——

n—oo n—oo VAnZ —n+2n  n—o/dnZ —n+2n
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lim (1 4 sinnm)
n—oo

lim (1 + sinnn) VALY | lim sinnr =140 = 1.

n—oo n—oo
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