3. cviceni — Logika a zobrazeni
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

1 Vyroky

Uloha 1. Dopliite tabulku vyrok

A|B|-A|-B||AANB|AVB | A=B | A& B
1] 1
110
01
00
Uloha 2. Dopliite tabulku vyroki

-A|-B| (AANB)| -AvVv-B | ~(AVB)| -AAN-B

oo~
oo~

Uloha 3. Dopliite tabulku vyroka

A|B|-A|-B||-(A=B)| AN-B|-B=-A|(A<B)AN(B=A)
111 0 0
110 0 1
01 1 0
010 1 1

Uloha 4. Sestavte tauotologie z vyroki ve cviceni 1.-3. Kolik jste jich nasli?

Uloha 5. Necht M je mnozina osob v poslucharné a necht W(x,%) znamena: osoba z € M
zna piijmeni osoby y € M. Preformulujte néasledujici vyroky do ¢estiny a pak zkoumejte jejich
platnost. Plynou nékteré vyroky z ostatnich? (Pozn.: z a y mohou byt stejné.)

Priklad: 3y € M 3z € M : W (z,y) lze zformulovat jako: existuje alespoi jedna osoba y a
jedna osoba z, Ze z zna prijmeni osoby .

Volnéji: je tu alespon jeden ¢lovek y a jeho kamarad*ka z, ktery*a ho zn& piijmenim.
Vyrok bude nejspis pravdivy.

1. Ve e MYy e M : W(x,y) 4. Ixr e MYy e M : W(z,y)
2.VeeM3ye M :W(z,y)
3. Vye M3x e M : W(x,y) 5. Iye MVx e M : W(x,y)

Uloha 6. Uvazujme vyrok: Necht n € N. Jestlize n? je liché, pak n je také liché. Jaké tvrzeni
budeme dokazovat pri dikazu

1. primo; 2. nepiimo; 3. sporem?

Zkuste tvrzeni dokazat alespon jednou metodou.
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2 MNOZINY A RELACE

Uloha 7. Dokazte
1. Ve >03ng e NVneN;n>ng:1/\/n<e¢
2. Vk e Ndng e NVneN,n>ng:lnn >k

Uloha 8. Znegujte nasledujici vyrok a tuto negaci dokazte
1. JA€eRVe > 03dng e NVn e Nyon > ng : [(-1)" — A| < e
2. VkeN3dng e NVn e N;n>ng: (-1)"n >k

2 Mnoziny a relace
Uloha 9. Necht A4, B, C jsou mnoziny. Naértnéte Vennovy diagramy pro

1. An B¢ 3. (AnB)UC 5. (AnB)\ C
2. (AU B)© 4. AnN(BUCQO) 6. A°NBNC°

Uloha 10. Najdéte predpis pro nasledujici diagram

A B

C

Figure 1: http://discrete.openmathbooks.org/pdfs/dmoi-tablet.pdf

Uloha 11. Ukaite, Ze pro symetricky rozdil AAB mnozin A a B plati
AAB = (AUB)\ (AN B).
Pozn.: symetricky rozdil je definovan jako
AAB =(A\ B)U(B\ A).
Definice 12. Necht Ay, ..., A, jsou mnoziny.
e Jejich kartézskym soucinem rozumime mnozinu
Ay x oo x Ay ={lar,...,an); Vie{l,...,n}: a; € Aj},

tedy mnozinu usporadanych n-tic [aq, ..., an].
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3 ZOBRAZENI

e Bindrnt relaci R mezi mnozinami A a B rozumime libovolnou podmnozinu kartézského
soutinu A x B. Casto také hovofime o relaci mezi A a B nebo o relaci z A do B.
Prislusnost uspofadané dvojice [a, b] do relace R zna¢ime [a,b] € R nebo aRb.

Uloha 13. Rozhodnéte, zda plati nasledujici tvrzen:

1. ANB=A< ACB 3. A\B=C< A=BUC

2. AUB=B< ACB 4. X xY =Y xX

Uloha 14. Nerovnost mezi realnymi &isly ,,<“ tvoif binarni relaci na [0, 1]. Znazornéte tuto
relaci graficky.

Uloha 15. Necht A je mnoZina viech podmnozin mnoziny {1,2} a relace R je byti vlastni
podmnozinou, tedy X RY pravé tehdy, kdyz X C Y a zaroven X # Y. Napiste relaci R jako
mnoZinu usporadanych dvojic.

Definice 16. Necht R je relace na mnoziné X. Rekneme, 7e R je
o symetrickd, jestlize Vx,y € X; t Ry =y Rx
o antisymetrickd, jestlize Vx,y € X; Ry & yRx =z =1y
o tranzitivni, jestlize Vz,y,z € X; t Ry & yRz= xRz
o reflexivni, jestlize Ve € X; z Rx

Uloha 17. Urcete, zda nasledujici relace jsou symetrické, antisymetrické, reflexivni a tranzi-
tivni

1. A je mnozina lidi, R je relace "byti rodi¢em"
2. A je mnozina celych ¢isel, i R j pravé tehdy, kdyz |i — j| = 1.

3. A=N, i Rj pravé tehdy, kdyz i - j je sudé.

3 Zobrazeni

Definice 18. Binarni relaci F' C A x B nazyvame zobrazenim neboli funkci mnoziny A do
mnoziny B (a zpravidla znac¢ime F : A — B), jestlize plati

Ve € AVyr,ya € B: (([z,y1] € F & [z,y2) € F) = (y1 = 12))-

Jsou-li A, B mnoziny a F' C A X B je zobrazeni, pak tento fakt zna¢ime symbolem F : A — B.

Uloha 19. Necht A = [0,1], B = [0,2]. Rozhodnéte, ktera z nasledujicich relaci je grafem
néjakého zobrazeni:

1. My ={[z,y] € Ax B; 2> +y*> =1}

2. My ={[z,y € AxB; y—z =0}
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3 ZOBRAZENI

3. My ={[z,y] € Ax B; 22+ (y—1)2 =1}
Uloha 20. Ukaite, 7e skladani zobrazeni je asociativni operace, ale neni komutativni.
Definice 21. Necht A a B jsou mnoziny a necht f : A — B je zobrazeni.
e Necht M C A. Pak mnozinu
f(M)={yeB; JweM: f(z)=y}
nazyvame obrazem mmnoziny M pii zobrazeni f.
e Necht P je libovolna mnozina. Pak mnozinu
fTHP)={z € 4; f(z) € P}
nazyvame vzorem mnoziny P pri zobrazeni f.
Uloha 22. Necht f: X — Y je zobrazeni, necht A ¢ X a B C Y. Plati, ze
A=A f(TNB) =B 7
Plati n€ktera z inkluzi C ¢i D7

Uloha 23. Necht f : X — Y je zobrazeni. Plati nasledujici tvrzeni? Plati alespoii jedna
inkluze?

1. Pokud A, B C X, potom f(AUB) = f(A)U f(B),
2. Pokud A, B C X, potom f(ANB) = f(A)N f(B),
3. Pokud A, B C Y, potom f~1(AUB) = f~1(A)u f~1(B),

fmAuf
4. Pokud A, B C Y, potom f~Y(ANB) = f~YA)n f1(B).
5. Pokud A, B C Y, potom f~1(A\ B) = f~Y(A)\ f~1(B).
Definice 24. Necht A a B jsou mnoziny a necht f : A — B je zobrazeni.
(1) Rekneme, 7e f je prosté (injektiond), jestlize
v,y e A (f(z) = fly) = =z =y)
(2) Rekneme, Ze f je ,na* (surjektivni), jestlize

Vye B3z e A: f(x) =

(3) Rekneme, ze f je bijekce (vzdjemné jednoznacné), jestlize je zaroven prosté a ,na‘.

Uloha 25. Necht f : R — R je zobrazeni definované vzorcem f(x) = 2. Urcete vzory a
obrazy mnozin [0,4], [—4,0] a [—4,4].

Je zobrazeni f prosté, na? Existuje inverzni zobrazeni{? Zméni se tyto odpovédi, kdyz
budeme brét zobrazeni g : [0,1] — [0, 1] dané stejnym piedpisem g(z) = x2?

Uloha 26. Najdéte zobrazeni, ktera zobrazuji:
1. interval [0, 1] na interval [0, c0),
2. interval (0, 1) na interval [0, 1],

3. interval [a, b] na interval [0, 1].
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