2. cviceni — Rovnice, Indukce
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Priklady
1. Naleznéte vSechna x € R, pro které plati:

(a) logjgz =3

Reseni:
loglo Tr = 10g10 103
x =103
z = 1000
-1
(b) logjpx = 1
Reseni
logyo « = logyo 1071/
x=10"4

1
T = 101/4

1

AT

(c) loggz =6
Reseni:
log, x = logy 2°
x =20
T =64
(d) 2* =4
Resgent:
2IE _ 2
xr =
1
2T = —
© 27 =3
Reseni:
2t =91
r=-—1
(f) 2* =3
Reseni:

2" =3
ezln2 — 61n3
zln2=1In3

In3
= —
In2
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(g) cosx = 3

Resent: .
= — 4+ 2k
T 3 + 2Kkm
s
= —— 4+ 2k
x 3 + 2km
keZ
(h) cosz =3
Reseni: nema fesent
N 1
i) sinz = —
(i) 7
Reseni:
T = il + 2km
4
3
T = Zﬂ + 2km

keZ

2. Naleznéte v8echna x € R, pro ktera plati:

=6

I
(a) logygz + g @

Regeni: Podminky: log;ox # 0.

Substituce ¢t = logqq .

8
b+- =6, t#0

2 +8—6t=0
(t—2)(t—4)=0
Tedy t1 = 2, to = 4. Pak

logigz =2
1098107 = 102
x = 100
a
].Oglo r=4
108107 — 10*
x = 10000
Zaver: x1 = 100, 2o = 10000.
(b) 3* —=1=1-3"°7
ReSeni: Piepiseme jako
1
3F—-1=1- 3=

Substituce t = 3%. Pak )

2 —2t+1=0
(t—1)2%=0
t=1

Matematicka analyza 1, 2022/23, Kristyna Kuncova



Tedy

—3°
xz=0.
(c) 4cos’z +3 =8cosx
ReSeni: Substituce t = cos z:
4t +3 — 8t
Pak
8 + /16
2= —(g5—
8
Tedy t; = %, ty = % Prvni moZnost nemiize nastat, protoze cosx < 1. Jinak
dostavame )
ST =3,

tedy z = § + 2km, v = —§ + 2km, k € Z.
(d) 3-2%48.2° =3
Reseni: Upravime
3(2°)2 +8-2"-3=0
Substituce t = 2%:
3t°+8—-3=0

Pak t; = %, to = —3. Tedy

g = 1
3
6x1n2:€1né
1
In2=1In-
zln n3
1
_Ing
In2
_—ln3
~ In?2

MozZnost 2* = —3 nemuZe nastat.

4
I =4
(e) logygx + gy @

Reseni: Substituce t = log; z,

4
t+o =4, t#0

2 —4t+4=0
(t—2)2=0
t =

Pak x = 100.
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Indukce

3. Necht n € N. Matematickou indukci dokaZzte, Ze

(a) Sp i k2 =12 422 4.2 = nlntLntl)
Regeni:
e Krok 1: pron =1:
I(1+1)(2-1+1)
6
o Krok 2: pfedpokladejme, ze pro pevné n € N plati

12 =

n(n+1)(2n+1)
ZkQ ;

e Krok 3: chceme tvrzen{ ukazat pro n + 1. Neboli chceme ukézat, ze

s, (n+1)(n+2)(2n+3)
2 k= ;
Mame
n+1 n . -
> k= [Z K|+ (n+1)? ind_ pf n(n + 123(2n U, (n+1)?
k=1 k=1
_ (n+1)n@2n+1)+6(n+1)]
6
_(n+ 1)[2n? + Tn + 6] _ (n+1)(n+2)(2n+3)
6 6
(b) G k(k+1)=1-2+2-3++n(n+1) = tn(n+1)(n+2)
Reseni:

e Krok 1: pron =1:
1
1(1+1):§~1(1+1)(1+2)

o Krok 2: pfedpokladejme, ze pro pevné n € N plati
ZkkJrl (n+1)(n+2)

e Krok 3: chceme tvrzeni ukazat pro n + 1. Tedy chceme ukazat

n+1

ZkkJrl n+1)(n+2)(n+3)
Mame
n+1
Zk k+1) ( k(k+1)> +(n+1)(n+2)

=1

ind._pr %n(n—i— D(n+2)+ m+1)(n+ 2)% 3= %(n+ D(n+2)(n+3).
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(0) Shoy kP =13+ 28 4o ond = (1424 +n)?
Reseni:
e Krok 1: pron = 1:
13 — 12

e Krok 2: predpokladejme, Ze pro pevné n € N plati

Y =(1+2+--+n)
k=1

e Krok 3: chceme tvrzeni ukdzat pro n + 1. Neboli chceme

n+1
S =(1+2++n+n+1)?
k=1
Tedy
s, - ind. pf
Zk3:< k3>+(”+1)3 =P 2+ (1)
k=1 k=1
:(nn+1)>2+(n+1)3:(n+1)2(n+4n+4):(n+1)2(n+2)2
2 4 4
2 2 2
=<(n+)2(n+):(1+2+3+~-n+(n+1))2> .

e Krok 1: postupnym zkouSenim zjistime, Ze tvrzeni zfejmé bude platit az pro
n >3. Pron = 3:
2-32> (3+1)%

e Krok 2: pfedpokladejme, Ze pro pevné n € N plati

2n% > (n+1)3

e Krok 3: chceme tvrzeni ukazat pro n + 1. Tedy chceme
2n+1)2> (n+2)2 =n? +4n +4
. Pak

ind. pf
2n+1)2 =20 +4n+2 > (n+1)*+4n+2=n*+6n+3

=n?+4n+4+2n—1) > (n=2)>
V poslednim kroku jsme vyuzili faktu, ze n > 3.

(e) 2" > n?; od jakého n € N tvrzeni plati?
Reseni:
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o Krok 1: pron =4:
2t > 42

o Krok 2: pfedpokladejme, Ze pro pevné n € N plati
2" > n2.
e Krok 3: chceme tvrzeni ukazat pro n + 1. Tedy chceme ukazat
2"l > (n 4 1)2

Tedy
ind. pf
ntl—9.9m" > 2% > (n+1)>

Posledni krok plyne z pfedchoziho piikladu.
(f) 3| (n® + 2n) (cislo 3 d&li vyraz n® + 2n). Umite dokazat i bez indukce?
Reseni:
e Krok 1: pron =1:
31(1 +2-1)

e Krok 2: pfedpokladejme, Ze pro pevné n € N plati
3|(n? + 2n)
e Krok 3: chceme tvrzeni ukazat pro n + 1. Tedy chceme ukazat
31((n+1)* +2(n+1))
Méame
(n+12+2(n+1)=n*+3n*+3n+1+2n+2=(n>+2n)+3(n’ +n+1)

7 indukéniho ptedpokladu vime, Ze 3|(n? + 2n), navic zjevné 3|3(n? +n + 1).
(g) Matematickou indukei dokazte, Ze v konvexnim n-tthelniku existuje pravé n(n—3)/2
uhlopiicek.
Reseni:
e Krok 1: pro n = 3 - trojuhelnik mé 3(3 — 3)/2 = 0 thlopficek - pravda.
zkusme jesté n = 4 - ¢tyfthelnik mé 4(4 — 3)/2 = 2 ahlopricky - plati.
o Krok 2: predpokladejme, Ze pro pevné n € N plati, Ze konvexni n-tthelnik mé
n(n — 3)/2 thlopticek.
e Krok 3: chceme tvrzeni ukdzat pro n + 1. Chceme ukéazat, Ze konvexni n + 1-
thelnik ma (n + 1)(n + 1 — 3)/2 ahlopficek.
Uvaha: pfidame-li k n-tthelniku 1 bod, tak piibude n — 2 novych thlopiicek
(pfibudou spojnice ke vSem bodim krom pfimych sousedii) a navic 1 piavodni
strana se stane thlopiickou. Tedy pocet thlopiicek bude:
n(n —3) n*—3n+2n-2 n?-n-2 (n+1)(n—2)

5 et 2 2 2
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