1. cviceni — Rovnice a nerovnice

https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Priklady
1. Naleznéte vSechna x € R, pro které plati:

(a) (z—2)(x+3) >4z —38

Reseni:

(x—2)(x+3) >4z -8
x2—|—3x—2x—6243:—8
2? =3z +2>0

(x—2)(x—1)>0

Tedy x € (—o0, 1] U [2, 00).
222 4+ 1
b) ——m— <1
(b) 2 4+ 20 +2
Reseni:
222 + 1
S oo 5 <
x* +2x + 2
202 +1— (2% + 22 + 2)
22+ 22+ 2
22 —2r—1
—— <
2 4+ 22+ 2

<0

N

Pro Vo € R mame z2? + 2z + 2 > 0. VySetiu-
jeme tedy 22 — 22 — 1 < 0. Kofeny:

2+V4+4
2

T12=1+V2

Dohromady = € (1 —v/2,1++/2).

T —8

>
rz—9
Reseni: Podminky: z # 9.

T12 =

xr—8—xz(x—9)

z—9

22+ 10z — 8

r—9

>

1—v2

0

>0

-1
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Kofteny:

. —10 £ /100 — 32
1,2 =

' -2

12 = 5+ V17

Udélame tabulku

(—00,5 —V17) | (5—v17,9) | (9,54 V17) | (54 /17,00)

x—9 — — + +
—2% + 10z — 8 - + + -
| | + [ - [ + =

Vyjde x € (—00,5 — V17] U (9,5 + V17].

r+5 x+4
d >
()a:—i-?: z+1
Reseni: Podminky: x # —3, —1.
x+5>x+4
r+3 x+1
r+5 x+4
— >0
r+3 x+1
(x+5)(a:+1)—(:c+4)(:c+3)>0
(x+3)(z+1)
a:2+6m+5—:c2—7x—12>0
(x+3)(z+1)
—x =7
* >0

(x+3)(z+1)
Udélame tabulku Vyjde x € (—o0, —=7) U (=3, —1).

(—o00,=7) | (=7,-3) | (—=3,-1) | (—1,00)
—x =7 + — — —
x+3 - — + +
z+1 — — — +
+ — + —
(o) z+6 - r+4
z—3 z+1

Reseni: Podminky: = # 3, —1.
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T+ 6 r+4

x—3>x+1
x+6_m+4>0
r—3 x+1
(x+6)(x+1)—(x+4)(a:—3)>0
(z—=3)(x+1)
6x + 18 -0
(x—=3)(x+1)
Udélame tabulku
(_007_3) (_37_1) (_173) (3)00)
6x + 18 — + + +
z—3 — — — +
r+1 - — + +
| - [ + - [+ ]

Vyjde z € (—=3,—1) U (3, 00).
2. Naleznéte v8echna x € R, pro ktera plati:

(a) [z — 1]+ |z =3[+ [z -5 =4
Regeni: Kofeny pro absolutni hodnoty jsou 1, 3,5, pitklad tedy budeme fesit po
nésledujicich intervalech:

i. z € (—o00,1) iii. x € [3,5)
—x+1-z4+3—-x+5=4
r—14+z-3—-—xz+5=4
-3z = -5 5
5 v
I':g
5 iv. € [5,00)
ale 5 & (—o0,1).
ii.xE[1,3) r—14x—-34+zxz—-5=4
r—1—z+3—-2z+5=4 :U:LS?)
z=3
ale 3 ¢ [1,3) ale £ ¢ [5, c0)

Zavér: x = 3.
(b) |lz—1-2| <1
Rozdélime na dva intervaly
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i. € (—o0,1) . x €[1,00)

|—z+1-2|<1 —1-2/<1
|—x—1] <1 -3 <1
|—1]-|lz+1 <1
lz+1] <1 Tedy x € (2,4) N [1, 00).
(Mozno ¢ist i jako ,,v8echna x, ktera
maji vzdalenost od bodu 1 rovnu
14.) Tedy =z € (—2,0) N (—o0,1).
v+ 1 T —
2 1 o 1 2 3 a4

Dohromady: = € (—2,0) U (2,4).

(¢) |z — 1] = |z — 3] > = Rozdélime na intervaly

i. x € (—o0,1) ili. x € [3,00)

—xrx+14+x—-3>=x 1243z

2>z 2> 1
Tedy x € (—o0, —2).
ii. z€[1,3) Nelze.
z—1+z—-3>=x
>4
Nelze.
Zavér: x € (—oo, —2).
(d) |2z + 3| + |22 + 5] > |z — 1| Rozdélime na intervaly
i, z € (—00,—5/2) i, o€ [-5/2,—3/2)
—2x—-3—-2x—5>—-x+1 —2x—-34+2z+5>—-x+1
3>z x> —1
Tedy x € (—o0, —3). Nelze.
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ii. x € [-3/2,1) iv. z €[1,00)

204+34+2xr+5>—x+1 +2r+3+2x+5>x—1
x>—7/5 x> -3

Tedy x € (—7/5,1). Tedy x € [1,00).
Zaver: x € (—oo, —3) U (=7/5,00).
(e) |z + 2| > |z| — « Rozdélime na intervaly

i. z € (—00,—2) ii. x € [-2,0) iii. z € [0,00)
T+2>-r—2x

—x—2>-x—z rT+2>r—7x
2
x> 2 T > —3 T > =2
Nelze. Tedy z € (—2,0). Tedy z € [0, ).
Zéver: x € (—2,00).
(f) |z +2| > |z + 1| + x Rozdélime na intervaly
i. x € (—o00,—2) . x e [-2,-1) ii. z € [—1,00)
—r—2>-z—-1+=x T+2>-r—-1+=x r+2>x+1+x
-1>z x> -3 1>z
Tedy = € (—o0, —2). Tedy z € [-2,-1). Tedy z € [-1,1).

Zaver: x € (—oo, 1).

(g) |x — |z + 2|| < x Nejprve rozdélime na dva intervaly

i z € (—o00,—2) . z € [—-2,00)
ozt <z |l —x—2| <z
2(z+1)| <=z 9 <z
ProtoZze x < —2, lze odstranit abs.
hodnotu pFidanim minus: Tedy z € (2,00).
2(z+1)| <z
2x+1) <z
2
_§ <
Nelze.

Zavér: x € (2,00).

(h) |z + |z + 2|| < 42 Rozdélime na intervaly
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i. x € (—o0,—2) . x €[-2,00)

|z + 2+ 2| < 4z

12(z+1)| < 4z
| — 2z — 2| < 4z Opét rozdélime na dva intervaly
| — 2] < 4x
1 A ze[-2,-1) B.zel[-1,00)
5 <z
—Or — 2 < A 20 + 2 < 4z
1 < 1<z
Tedy = €
Nelze. Nelze. (1, 00).

Zaver: z € (1,00).
3. V zavislosti na parametru a € R naleznéte vSechna x € R, pro které plati:

(a) x|+ ]z +T7 <a
Reseni: Uvazujme funkei f(z) = |z| + |z + 7|. Pomoci intervali nakresleme jeji

graf:

i z € (—o0,—T7) ii. x € (=7,0) ili. z € (0,00)
flz)=—2—2—-T7= f(z) =—z4+24+7=7 flx) =2z4+2+7=
—2z -7 20+ 7

|} |47 10
)
8
6
5
a
3
2
1
9 8 -7 6 -5 -4 -3 -2 -10 1 2 3

Pak lze z grafu najit feSeni nerovnice f(z) < a:

i. pro a € (—o0, 7|, nerovnice nemé feseni;

ii. a € (7,00) mame z € (—47, 9257).
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(b) |z(z +2)] > a
Reseni: Nacrtnéme graf funkce f(z) = |z(x + 2)|.
Resenf pak hleddme na intervalech:

i. z € (-2,0): ii. z € (—o0,—2) U (0,00):
2
—2? -2 —-a>0 :Iz:<:|—2:z:—a>0
ofeny

22 4+224+a<0

Kofeny 9+ /it 4a
244 —4a Tl2= 5

2
(Odmocnina definovana pro a < 1.) (Odmocnina definovana pro a > —1.)

T12 =

iii. Nezapomeneme uvazovat krajni body.

4
3
2
' 1
-4 -3 -2 -1 0 1 2

Zavér z vypocti a obrazku:
i. a € (—00,0): z€R
ii. a=0,zeR\{-2,0}
iii. @ € (0,1): z € (—o0,-1—VI+a)U(-1—-+V1—-a,—-1++1I—a)U(-1+
V1+a,00)
iv.a=1 x¢€ (—oo,—l—@)u(—l—l—é,oo)

v. a € (1,00): z € (—00,—1—+v1+a)U(-1++1+a,oc0)
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(¢) [Jz] =2 <a

ReSeni: Zakreslime graf a ode¢teme vysledek:

. a € (—00,0]: 0
ii. a€(0,2: z€(—2—a,—2+a)U(2—a,2+a)
ili. a € (2,00): z€ (-2—a,2+a)
(d) |2 + 22| < a+ 2z
Reseni: Rozdélime na intervaly a naértneme funkci f(z) = |22 + 2z| — 2.

i. z € (—00,-2)U(0,00), pak f(z) = ii. x € (2,0), pak f(z) = —2? — 4x.
x? Pro nerovnici —z? — 4z < a mame
Pro nerovnici 22 < @ mame koteny kofeny x1 2 = = SVA R T V216_4“ (Odmocn-
z12 = £y/a. (Odmocnina je defino- ina je definovana jen pro a < 4.)

vand jen pro a > 0.)

-2 -1 0 1 2

7 grafu a vypoctu ziskame vysledek
i.a<0,0
ii. a € (0,4): z € (-2 + V4 —a,+/a)
iii. a € [4,00): x € (—/a,/a).
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4. Najdéte chybu:

r+4
<0 (x—3
2S00 /@-3)

x+4<0
z < 4.

ReSeni: Pro  — 3 < 0 se pii nasobeni otac znaménko nerovnice. Spravné Feseni pak
je —4 < x < 3.
5. Najdéte kvadratickou nerovnici (zhruba tvaru az? 4+ bz + ¢ > 0, az® + bz + ¢ < 0,...),
ktera bude mit feSeni tvaru:
Regeni:
(a) x € (—o0, —3] U[2,00)
(z+3)(x —2) >0, tedy 2% + 2 — 6 > 0.

(b) z € (—1,5)

(z+1)(x —5) <0, tedy 22 —4x — 5 < 0.
(c) x=—6

(x +6)2 <0, tedy 22 + 12z + 36 < 0.
(d) 0

napt. 22 442 < 0.
6. Uvazujme funkci
2
¥ 4+2x+c
flw) = 22 +4x + 3¢’

kde ¢ € R je parametr. Co musi splhovat ¢, aby obor hodnot funkce f mohl byt roven
celému R? (Hledame tedy nutnou podminku pro c.)

Regeni: Cil: pro kazdé y € R najit = € R tak, ze
2?4+ 2z +c B
22+ 4z +3¢ U
(a) Podminky: 2 + 4z + 3c # 0. Dostaneme

—4 + /16 — 12¢
T # 5

Pro ¢ > % nikdy nenastane, jinak z12 # —2 + /4 — 3c.

(b) Pfi splnéni podminek dostaneme

2% 4 2z + ¢ = y(a® + 42 + 3¢)
1—y)z?+2—4y)z+c(1-3y)=0

i. Predpokladejme, Ze y # 1. Aby rovnice méla feSeni (hledame x pro zadané y),
potiebujeme D > 0. Tedy

(2 —4y)* = 4e(1 - y)(1 = 3y) > 0
(16 — 12¢)y? + (16¢ — 16)y + 4(1 —¢) > 0
(4—=3c)y> +(dc—Dy+(1—¢) >0
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Tato nerovnice musi platit pro vSechna y € R. To nastane v piipadé, ze jeji
vedouci koeficient je kladny (¢ < %) a navic jeji diskriminant D < 0. Neboli

(4e —4)? —4(4 —3c)(1 —¢) <0
CQ—C§0
c(l1-¢)<0

Odtud podminka 0 < ¢ < 1.
ii. Pro y =1 dostaneme rovnici —2x — 2¢ = 0, tedy z = —c.
Porovname s podminkami a ziskdme

—c# -2+ V4 -3¢,
neboli ¢ # 0, 1.

Zavér: c € (0,1).
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