13. cviceni — Integral zavisly na parametru
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Spojitost

—Qaxr

o2 dz, je spojita v intervalu [0, 00). Spoctéte O}LH;O F(a).

oo
1. Ukazte, ze funkce F(a)) = /
0

—azT

Reseni: Uvazujeme a € T = [0,00), z € X = (0,00), f(z, ) = =g

e Funkce je dobfe definovana, protoze pro a € [0,00) je £y < —15 a tedy I e

’ 1422 = 1+4z2 1+x2
konverguje ze SK.

e zafixujeme a € T. Pak funkce f(z,a) je spojita (jako funkce =) na celém X a tedy
je méfritelna.
e zafixujeme x € X. Pak funkce f(z, ) je spojita (jako funkce o) na celém T'.

e polozme g(z) = H% Pak g € L'(X) a plati

—Qax

< 1
T 142

e
1422

Zavér: funkce F(a) je spojita na celém T
oo
2. Ukazte, ze funkce F(a) = / e~ “* dx, je spojita v intervalu (0, 00). Spo¢téte lim F(«).
0 a—00
Reseni: Uvazujeme o € T = (0,00), z € X = (0,00), f(z,a) = e,
e Funkce je dobfe definovana, protoze pro a € (0,00) je
/oo T qp |:€a:r:| o] _ l
0 —Q 0 «

e zafixujeme o € T. Pak funkce f(z,a) je spojita (jako funkce z) na celém X a tedy
je méritelna.

e zafixujeme z € X. Pak funkce f(z, ) je spojita (jako funkce ) na celém T'.
e uvazujme T = [§,00), & > 0. Polozme g(z) = e~%*. Pak g € L*(X) a plati
|€—o<:v| < e—éx
proa €.

Zaver: funkce F'(«) je spojita na celém [0, 00) pro vSechna § > 0. Tedy je spojita i na
celém (0, 00).
xa—l
1+

Reseni: Uvazujeme o € T = (0,1), z € X = (0,00), f(z,a) = S

oo
3. Ukazte, ze funkce F(a) = / dz, je spojita v intervalu (0, 1).
0

a—1

e Funkce je dobfe definovana, u 0 srovname LSK s 271, u 0o s 272,
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e zafixujeme o € T. Pak funkece f(z,a) je spojita (jako funkce x) na celém X a tedy
je méritelna.
e zafixujeme z € X. Pak funkce f(z,a) je spojita (jako funkce o) na celém T

e uvazujme T = [p,q], 0 < p < ¢ < 1. Polozme

1
o= [T <0
@ el

T ,00)

Pak g € L}(X) a plati

xa—l

1+«

< g(x)

pro o € f

Zaveér: funkce F(«) je spojita na celém [p, g] pro v8echna p, q. Tedy je spojita i na celém

(0,1).
> 1n(1 2,.2
4. Ukazte, Ze funkce F(a) = w dz, je spojita v intervalu (—oo, 00).
0 z?
Reseni: Uvazujeme a € T = (—00,00), z € X = (0,00), f(z,a) = ln(lzﬁ

e Funkce je dobfe definovana, protoze v 0 lze funkci spojité dodefinovat a v co lze

srovnat s hml—f

e zafixujeme o € T. Pak funkce f(z,a) je spojita (jako funkce z) na celém X a tedy
je méritelna.
e zafixujeme z € X. Pak funkce f(z, ) je spojita (jako funkce ) na celém T'.
e uvazujme T = [—p,p], 0 < p. Polozme
In(1 + p?2?)
g(z) = -2

Pak g € L}(X) a plati
In(1 + o222
i+ < (o)

72
pro a € f

Zaveér: funkce F'(«) je spojité na celém [—p, p] pro vSechna p > 0. Tedy je spojita i na
celém R.

1
5. Ukazte, ze funkce F'(a) = / sgn(z — a) dz, je spojita v intervalu (—oo, 00).
0

Reseni: Uvazujeme a € T = (—00,00), z € X = (0,1), f(z,a) = sgn(z — a).

Nelze pouzit vétu, tedy bude potieba integral piimo upocitat. Lze ukizat, Ze

1, a <0,
Fa)=<1-2a, 0<a<]1,
-1, a>1.
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Jde tedy o spojitou funkci.

Zaveér: funkce F'(«) je spojita na celém T.

oo
6. Ukazte, Ze funkce F(a) = / 2 te™®dx, (tzv. Gamma funkce) je spojita v intervalu
0
(0, 00).
Reseni: Uvazujeme a € T = (0,00), z € X = (0,00), f(z,a) = 2 e 2.

e Funkce je dobfe definovana, protoze pro a € (0,00) srovname u 0 s 2% ! au oo s

z@ e,

e zafixujeme o € T. Pak funkce f(z,a) je spojita (jako funkce =) na celém X a tedy
je méritelna.

e zafixujeme x € X. Pak funkce f(z, ) je spojita (jako funkce o) na celém T'.

e uvazujme T = [p,q], 0 < p < q < oo. Polozme

e TPl g
o= {2z

e iz €1, 00).
Pak g € L'(X) a plati
|2 e | < g(a)

proa€T.

Zaveér: funkce F(«) je spojita na celém [p, g] pro v8echna p, q. Tedy je spojita i na celém
(0, 00).

oo
7. Ukazte, ze funkce F(a) = / Q—FLQ dz, je spojita v intervalu (2, 00).
0 T

Reseni: Uvazujeme o € T = (2,00), z € X = (0,00), f(z,0a) = T

e Funkce je dobfe definovana, protoZe pro a € (2,00) je v 0 spojita a v 0o srovname
s i o,

e zafixujeme o € T. Pak funkece f(z,a) je spojita (jako funkce x) na celém X a tedy
je méritelna.

e zafixujeme z € X. Pak funkce f(z, ) je spojita (jako funkce «) na celém T'.

e uvazujme T = [p,0), 2 < p. Polozme
3 ze(0,1),
g(x) = {2 .
P xr .

Pak g € L'(X) a plati

proa €.
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Zaveér: funkce F'(«) je spojita na celém [p,00) pro viechna p > 2. Tedy je spojita i na
celém (2, 00).

. * cosx ) .
8. Ukazte, ze funkce F(a) = dz, je spojita v intervalu (1, 00).

1 &

Reseni: Uvazujeme a € T = (1,00), z€ X = (%700)7 flz,a) = <=2,

G
e Funkce je dobfe definovana, protoze pro a € (1,00) srovname u oo s 1/x%.
e zafixujeme o € T. Pak funkce f(z,a) je spojita (jako funkce ) na celém X a tedy
je méfitelna.
e zafixujeme z € X. Pak funkce f(z, ) je spojita (jako funkce ) na celém T'.
e uvazujme T = [p,q], 1 <p < q< 0. Polozme
| cos z| z 19

xP

Pak g € L'(X) a plati
| cos x| <

< g(z)

xa

pro o € Tv

Zavér: funkce F'(«) je spojitd na celém [p, q] pro v8echna p, g. Tedy je spojitéa i na celém

(1, 00).
Derivace
Spoctéte
9.
0 1 _ efamQ
F(a):/ ———dx a€ (—1,00)
0 re”

e —az?
Reseni: Uvazujeme o € [ = (—1,00), z € X = (0,00), f(z,a) = 1_;@12

e Pro viechna a € I je f(x,«) spojita (jako funkce z na X) a tedy méfFitelna.

e Pro vSechna x € X a a € I existuje vlastni

8f(l', Oé) _ [L‘B_ZQ(OH_I)

O
Volme ag = 0. Pak F(0) = [;°0 =0 < oo.

e Uvazujme o € I = (p,0), 0 > p > —1. Pak existuje majoranta g(r) = ze~ @ (P+1)
tak, ze Vo € X je

“Wﬂ)
dol

- ‘:L‘e‘x2(a+1)‘ < ge~ @0+,

Navic fooog(x) < 0o (u 0 je g spojita, u oo srovname s e~ % nebo lze piimo upocitat).
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e Podminky véty o derivaci podle parametru jsou tedy splnény na intervalu (p, o) a
muzeme derivovat

ooaf(‘r a) © e—mQ(a—i-l)
jnd — I — z?(a+1) N
() /0 O dz /0 e dz —2(a+1)

[e.e]

_ 1
2(a+1)

0
Odtud )
F(a) = 5 log(aw+1) +c.

Protoze F'(0) = 0, dopo¢teme

0—11 14+
—2og c
0=c

Celkem )
F(a) = 3 log(a + 1).

10.

00 1 _ pgmax

F(oz):/0 ———dz a€ (—1,00)

xe*

Reseni: Uvazujeme o € I = (—1,00), z € X = (0,00), f(z,a) = e =2

e Pro viechna a € I je f(x, ) spojita (jako funkce z na X) a tedy méfitelna.

e Pro vSechna x € X a a € I existuje vlastni

Bf(SU,OZ) _ 67(a+1)x
Oa
e Volme ag = 0. Pak F(0) = [;70 =0 < oc.

e Uvazujme a € T = (p,00), 0 > p > —1. Pak existuje majoranta g(x) = e~ *®+1)
tak, ze Vo € X je
‘3f(33704) _ ‘efx(a+1)‘ < e—(H1).

da

Navic [, g(z) < oo (lze piimo upoditat).

e Podminky véty o derivaci podle parametru jsou tedy splnény na intervalu (p, c0) a
miizeme derivovat

F/(Oé) — / 0f(x’ Oé) dJU — / e—m(a—i-l) de‘ —
0 0

e—:c(a—i—l) e

—(a+1)

1

o (a4 1)

da

Odtud
F(a) =log(a+1) +c.
Protoze F'(0) = 0, dopo¢teme
0=logl+c
0=c
Celkem
F(a) =log(a+1).
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11.
© 1 _ p—azx
F(a) :/ S dr ac [—1,00)
0

2
r2e®

~ —az?
Reseni: Uvazujeme a € [ = (—1,00), z € X = (0,00), f(z,) = 1;‘;612 .

e Pro viechna a € I je f(x,a) spojita (jako funkce z na X) a tedy méfitelna.

Pro vsechna = € X a « € I existuje vlastni

8f(x,a) _ e—x2(a+1)

Oo

Volme ag = 0. Pak F(0) = [;°0 =0 < oc.
e Uvazujme o € I = (p,0), 0 > p > —1. Pak existuje majoranta g(z) = e~@ (P +1)

tak, ze Vo € X je
'af(x, a)

Oa

= [emstter] < emte,

Navic [ g(z) < oo (u 0 je g spojitd, u co srovname s e r(t1))

Podminky véty o derivaci podle parametru jsou tedy splnény na intervalu (p, o) a
miuzeme derivovat

N T S
0 (6% 0 2 o+ 1

Odtud
F(a)=vVrva+1+ec.

Protoze F'(0) = 0, dopo¢teme

0=+vmV0+1+c¢c
—/m=c

Celkem
F(a) = Vm(vVa+1-1), a>—1.
e Zbyva upocitat, ze F(—1) = —y/m. K tomu staci ukazat spojitost funkce F(a) v
—1 zprava. Ovéfime vétu o spojitosti dle parametru:

7(1"1)2
Uvazujeme a € T = [~1,0], « € X = (0,00), f(,0) = =55~

r2e”

— zafixujeme a € T. Pak funkce f(z,a) je spojita (jako funkce x) na celém X a
tedy je méritelné.
— zafixujeme x € X. Pak funkce f(x,«) je spojita (jako funkce «) na celém 7.

22
— polozme g(z) = ©.—3. Pak g € L*(X) a plati

z2e

1 — e—0a?

2
x2e®

er —1

2
x2e®
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Tedy funkce je spojité zprava v bodé —1 a odtud

F(-1)= lim va(Va+1-1)=—vx

a——1+

2 arctan(act
12. F(a)= /2 arctan(atg) 4 e g
0 tgx

1

Hint: f"r/Q — L dx = Tra:

0 1+a?tg2

Wl

Reseni: Ziejmé F(0) = 0, navic je F(a) licha funkce, staci tedy uvazovat a > 0.

Polozme o € I = (0,00), z € X = (0,%), f(z,a) = arctan(atanz)

tanx

e Pro viechna a € I je f(x,«) spojita (jako funkce z na X) a tedy méfitelna.
e Pro vSsechna z € X a « € [ existuje vlastni

of(x,a) 1

da 1+ a2tan?z’

e Volme ap = 1. Pak F(1) = [ %ﬁjw dr < oo, u0iu 7 lze spojité dodefinovat.

e Existuje majoranta g(z) =1 tak, ze Vo € X je

‘Gf(x,a) B 1

B ’1+a2tan2x

oo

Navic [? g(z) < oco.
e Podminky véty o derivaci podle parametru jsou tedy splnény na intervalu (—oo, o)
a muzeme derivovat

Cof(z,a) /; 1
F’ — ZSA — -
(@) /0 da de o l+a2tan?z dz

1
1+¢2

Pouzijeme substituci ¢t = tanx, pak dz = dt a dostaneme (pro a # 1):

b 1 b a? 1
| aremare =, wonares - @i

(
o2
= (- 1a larctan(ox)]52 ) — P [arctan x],2
m 1
2 a+1

Odtud -
F(a)= Elog(l—l—a) +c
Za predpokladu, Ze F' je spojitd v 0, mizeme dopocitat konstantu c. Protoze
F(0) =0, mame
0= glog(1+0)—|—c
O=c

Celkem -
F(a):§log(1+a) a>0,a#l.
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e 7Zbyvé ovérit spojitost v 0 a v 1. Ovéfime vétu o spojitosti dle parametru:
Uvaiujeme a € T = [0,2], z € X = (0, %), f(z,a) = 2ctanClan)

’ 2 tanx
— zafixujeme a € T. Pak funkce f(z,a) je spojita (jako funkce x) na celem X a
tedy je méritelna.
— zafixujeme x € X. Pak funkce f(x,a) je spojita (jako funkce «) na celém T
— polozme g(z) = arctan(Ztans) - puy g € L'(X) a plati

tanx

arctan(a tan x) arctan(2 tan x)

tanx tanx

Tedy funkce je spojité zprava v bodé 0 a spojitd v bodé 1 a odtud
F(a) = glog(l +a)  a>0.
Navic F(—|a|) = =F(|a|) = —log(1 + |«|).

13. Spoctéte

| 1 2
F(a) :/ log(1 + az”) —|—a2:v ) dx
0 1+.CL‘

ReSeni: Pro a < 0 integral neméa smysl, protoZe v integra¢nim oboru lze nalézt interval
kladné délky, na némz integrand neni definovan.

Pro a = 0 je zfejmé F(0) = 0.

Pro a > 0, a # 1 spo¢teme pomoci derivace:

9 log(1 + az?) /°° x?
F' = — = ‘dx = d
(a) o Oa 1+ 22 v o (14+22)(1+ ax?) v

/°° 1 ( 1 1 )d
pu— - x
o a—1\1+22 1+ az?

= 2 (fovtana] 7 - [

:2(a7r—1)(1_\}§)

™

2\/a(y/a+1)

Pak
F(a) = wlog(1 + a) +c.

Za predpokladu, ze F'(a) je spojita v 0, lze dosadit.
0= F(0) = wlog(1 +v0) + ¢
tedy pro a > 0, a # 1 méame
F(a) = wlog(1++/a)+0.

Nyni ovéfme podminky véty o derivaci podle parametru:

Polozme a € I = (0,00), x € X = (0,00), f(z,a) = logﬁ%ﬁ).
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Pro v8echna a € I je f(z,a) spojita (jako funkce x na X) a tedy méfitelna.

Pro v8echna x € X a a € [ existuje vlastni

of(x,a) 22
da (14 22)(1+ ax?)

e Volme a = 2. Pak F(2 f02 logglj;:%x dr < co.
e Uvazujme I = (p, oo), 1 > p > 0. Pak existuje majoranta g(x) = W tak,

zeVr € X je

Of(z,a) z? z?
da (1+22)(1 4 ax?) (1+ 22)(1 + pz?)
Navic fo ) < 0.

Jesté je potieba ukazat spojitost F'(a) v 0 a 1:

e Uvazujeme a € T =[0,2], x € X = (0,00), f(x,a) = %

e zafixujeme a € T. Pak funkce f(x,a) je spojita (jako funkce z) na celém X a tedy
je méritelna.
e zafixujeme = € X. Pak funkce f(z,a) je spojita (jako funkce o) na celém T

e poloZme g(z) = In(1+22%) " pk g € L'(X) a plati

142
In(1 + ax?) < In(1 + 2z?)
(1+22) | = (1+2?)
Integrovatelnost g(x) u oo ukazeme napt. LSK s h(z) = H%

Zaver: funkce F'(a) je spojita na celém T
Celkem:
F(a) = mlog(1 + va), a>0.

14. Spoctéte

2,.2

00 1 _ p—a'x
F(a) = ——dx.
= =

Reseni: Mame
b 2.2 > 2
F'(a) = 2a/ eV dy = ZSgna/ e Udt =4y (t=la|z, a#0).
0 0

Majoranta pro derivaci ge P°®” pro p < la| < ¢, ¢ >p > 0. Mame
Fla)=vma+Ci, a>0; F(a)=-vma+C, a<0.

Pf{mym vypoc¢tem dostaneme F'(0) = 0. Abychom odtud u¢inili zavér, ze F(a) = /7|al,

a € R, musime jesté ovéTit spojitost F' aspon v nule. Majoranta pro spojitost je #

pro |a| < ¢, ¢ > 0.
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15. Spoctéte

[ In(1 + az?)
F(a)—/o mdx.

Reseni:

e Pro a < 0 integrand neni definovin na mnoziné kladné miry, pro a = 0 je kon-
stantn{ nula, tedy F(0) = 0. Pro a > 0 konverguje, srovnam s a/(1 + z?) u nuly i
nekone¢na (u oo lze pouzit odhad s > log(1 + s)).

e Vypocet: Na dluh prohodime derivaci a integral:

N 1
F(a)_/o 0+ 221 +az?) @

Pro a # 1 rozlozime na parcialni zlomky

) B 00 1 B © a 1

F(a)_/o (1+x2)(1+a$2) dw_/o (a—l)(1+a1‘2) - (a—l)(1+x2) dz
=Dyl
rla-1)_ o

1
arctan(:c\/&)]zio b [arctan z]2
=0,

20a—1)  2(a+1)

Odtud
F(a) = mva —mlog(va+1) + C.

Za predpokladu, ze F(a) je spojita v 0, mizeme dosadit
0= F(0) =7V0 — mlog(+0+ 1) + C.
Tedy C =0 a
F(a) =mva—rlog(va+1)  a€]0,00)\{a}.
Pokud ukézeme, ze F' je spojita v 1, miZeme psét
F(a) = mva —mlog(va+1) a € [0,00).

o Predpoklady uzitych vét. Véta o derivaci podle parametru:

—a€l=(0,00),z¢€(0,00), flx,a) = % Pro vsechna a € I je f(z,a)

spojita (jako funkce x na X)) a tedy méfitelna.
— Pro v8echna z € X a a € [ existuje vlastni

of(x,a) 1

Oa (14 22)(1 + ax?)

— Volme a = 3. Pak F(3) = [;°f(3) < co. (Ukézali jsme na zatatku LSK.)

Kalkulus 2, 2022/23, Kristyna Kuncovéa 10



— Existuje majoranta g(x) = H% tak, ze Vo € X je

1 1
<
‘(1+x2)(1+aw2) T 14 a?

of(z,a)
’ Oa

Navic [;“g(z) < co.

Spojitost v 0 a 1:

— Uvazujeme a € T =1[0,2], x € X = (0,00), f(z,a) = %

— zafixujeme a € T. Pak funkce f(z,a) je spojita (jako funkce z) na celém X a
tedy je méritelna.

— zafixujeme x € X. Pak funkce f(x,«) je spojita (jako funkce «) na celém T

— polozme g(z) = H% Pak g € L}(X) a plati

2
— 1422

In(1 + ax?)
z2(1 + 22)

Zaver: funkce F(«) je spojita na celém T.

Bonus

16. Ukazte, ze funkce F(a) = OOO %dm konverguje pro o > 0 a pro a € (0, 00) spliwuje

diferencialni rovnici F” + F = é
Regeni: Funkce konverguje pro o > 0, u 0 je spojité, u oo SK s ﬁ
Déle potiebujeme dvakrat zderivovat funkci F'.

Prvni derivace:

e— oz

Uvazujeme a € I = (0,00), z € X = (0,00), f(z, ) = {15

e Pro viechna a € I je f(x,«) spojita (jako funkce z na X) a tedy méfitelna.

e Pro vSechna x € X a a € I existuje vlastni

of(x,a) —we

da 1 +a2
e Volme ag = 1. Pak F(1) = foooli—; < oo (konvergence uz zdiivodnéna vyse).
e Uvazujme o € I = (p,0), 1 > p > 0. Pak existuje majoranta g(x) = ”i‘i;; tak, ze
Vo € X je
of(x,a)| |—mwe " < xe PT
o IT+22 | 7 1+ a2

Navic [“g(z) < oo (u 0 je g spojita, u co srovname s ze P%).
Podminky véty o derivaci podle parametru jsou tedy splnény na intervalu (p, 00) a
muzeme derivovat

y B ©of(x, ) _/ooxe_o‘“*’
F(a)—/o e dz = . T dz
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Druhé derivace:

—ax

Uvazujeme o € I = (0,00), x € X = (0,00), f(z,a) = -

e Pro vSechna « € I je f(z,a) spojita (jako funkce x na X) a tedy méFitelna.
e Pro vSsechna ¢ € X a « € I existuje vlastni

of (w,a)  a?e
oo 1+a?

e Volme ap = 1. Pak F(1) = [[°52 " < oo (konvergence plyne ze SK s ze™?).

0 1+=z2
e Uvazujme a € I = (p,00), 1 > p > 0. Pak existuje majoranta g(z) = ”Cfi;’; tak,
zeVx € X je
of (m,a)| |a?e r2ePT
da 1+22 |~ 1422
Navic [;“g(z) < oo (u0 je g spojita, u co srovname s z%e 7).

° Podmmky vety o derivaci podle parametru jsou tedy splnény na intervalu (p,c0) a
miuzeme derivovat

ooaf(x Oé) /oox2eax
Fllay= | 2T de= [ T——d
(a) /0 « v 0 1+ax2 “

Diferencialni rovnice:

00 ,—ax (2 00 —ax ]

+1) B e 1
F'(a)+ F(a) = i G ) dzr = / T dr = = —
(@) () /0 T2 T ; e T o

17.  Vyjadiete jako soucet fady funkce G(a) i G’'(a), kde

1
G(a):/ x®arctan z dz.
0

ResSeni:

e Integral konverguje pro a > —2. Pomoci Taylora arctan x dostaneme

1,690 2k’+1 2k’+1
G(a):/o(kzo(—) S d:c—Z/ e
NSk 1
_k:O( 2 (a+2k+2)(2k+ 1)

Prohozeni fady a integralu:

o0

2k+1 1
x:kzz()(a+2k+2)(2k+1) < oo

E+1

(srovnani s ) k%)
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e Na dluh prohodime derivaci a integral, pak

1
G'(a) = /0 x®log x arctan x dx

1, i p2k+1 © 1 i p2k+1
:/0 (Z(—l) x logx2k+1)dx:Z/0 (—)%z log:c2k+1da:

k=0 k=0

> 1
kgo(_l)kﬂ (a+2k+2)2(2k+1)

Prohozeni fady a integralu:

0 1 L 1'2k+1 oo 1 x2k’+l 0 1
—1 a1, dr = —x%1] dr = )
;/0< Pattogas | da kzzo/o o =

Prohozeni derivace a integralu:
— zafixujme 0 > p > —2. Pak uvazujme
a€l=(poo),ze(0,1), f(x,a) = z*arctan x.
— Pro v8echna a € I je f(x,a) spojita (jako funkce z na X) a tedy méfitelna.
— Pro v8echna x € X a a € I existuje vlastni

Of(z,a)

———~ = z%logxarctanx

da

— Volme a = 0. Pak G(0) = fol

— Existuje majoranta g(x) = |2P log x arctan z| tak, ze Vz € X je

of (z, )
‘ 19e

arctanz < co. (Lze upocitat.)

= |z%log z arctan z| < |2P log x arctan x|

Navic folg(a:) < 0.
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