13. cviceni — Integral zavisly na parametru
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Teorie

Véta 1 (Spojitost integralu zavislého na parametru). Necht T je metricky prostor, ag € T a
necht f: X xT — R md ndsledugici vlastnosti:

(Sp-1) pro vSechna a € T je funkce x — f(x, ) méritelnd,

(Sp-2) pro vSechna x € X je funkce o — f(x, ) spojitd v ap,

(Sp-3) existuje funkce g € LY(X, i) tak, Ze |f(z,a)| < g(x) pro viechna x € X aa € T.
Potom F(« fX xz,a)du(z), a € T, je spojitd v bodé «y.

Véta 2 (Derivace integralu zavislého na parametru). Necht I C R je otevieny interval. Necht
funkce f: X x I = R md ndsledujici vlastnosti:

(De-1) pro vSechna a € I je funkce x — f(x, ) méFitelnd,

(De-2) pro vSechna x € X a o € I existuje vlastni afg;’a);

(De-3) ewistuje funkce g € L*(X, ) tak, Ze pro viechna x € X a a € I je

\‘” < gla),

(z,q)

da

(De-4) eaistuje ag € I tak, Ze F(ap) = [y f(x, a0) du(x) € R (je konecny).

Potom pro vSechna o € T je F(« fX x,a)du(z) € R, existuje derivace této funkce a

F’(a):/Xafgza)dy(x).

Véta 3. Funkce f je spojita v intervalu (p, ¢) pravé tehdy, kdyZ je spojita v kazdém intervalu

[Po> 90l < (P, q)-
Funkce f je spojita v intervalu (p,q) pravé tehdy, kdyz je spojitd v kazdém intervalu

(po, q0] C (p,q). Analogicky s intervaly [po,qo) C (p,q).
Algoritmus pro spojitost
1. Najdeme T', X a f.

. Zafixujeme « a ur¢ime, zda je f(z,«) méFitelna jako funkce z.

2

3. Zafixujeme z a urcime, zda je f(z, ) spojita jako funkce «.

4. Najdeme majorantu g € L'(X), tak e |f(z,a)| < g(z). Nesmi zaviset na a.
)

. Pozn.:

(a) Spojitost mozno ovéfovat i na mensich intervalech typu [p, ¢] a pak ,roztahnout®.

(b) Majorantu mozno hledat nadvakrat, napt. zvlast na intervalu (0,1) a [1, c0).
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Algoritmus pro derivaci

. Najdeme I, X a f.

Zafixujeme « a ur¢ime, zda je f(x,«) méFitelna jako funkce x.

Zafixujeme z a « a uréime, zda je W vlastni (spocteme ji).

Najdeme majorantu pro derivaci: hleddame g € L!'(X), tak Ze |g—£(x,a)| < g(x).
Nesmi zaviset na «.

Najdeme jedno konkrétni o tak, ze F(ag) = [y f(z,a0) du(z) je koneény. Pozor, toto
g musi byt v I.

Zderivujeme uvnitt integralu podle a.
Pokud to lze, novy integral spocteme. Ziskame tak F’(«).

Pokud to lze, spoc¢itame odtud F(a)). Nezapomeneme na konstantu. Dosadime hezké
ag a ziskdme hodnotu konstanty.

Pozn.:
(a) Derivovat mozno i na mensich intervalech typu (p,q) a pak ,roztdhnout*.

(b) Spoctené F(«) na intervalu (a,b) mozno ,roztdhnout* i na intervaly typu [a,b),
pokud ukaZzeme spojitost F'(«) v bodé a.

Spojitost

1.

efam

Ukazte, ze funkce F(a) = —
azte, ze funkce F(«) /0 2

dz, je spojita v intervalu [0, 00).

oo
2. % Ukaite, Ze funkce F(a) = / e~ “*dx, je spojita v intervalu (0, 0o).
0

oo a—1
3.9 Ukaite, 7e funkce Fla)= / a: dz, je spojita v intervalu (0, 1).

]
4.3k UkaZte, 7Ze funkce F(a) = / n(
0

o l1+=z

1+ a?a? : U
7;[%) dz, je spojita v intervalu (—oo, 00).
T

1
5.$8 Ukaitte, 7e funkce F(a) = / sgn(z — a) dz, je spojité v intervalu (—oo, 00).
0

6.

7.

8.

o0
Ukazte, Ze funkce F'(a) = / 2 le™® dz, (tzv. Gamma funkce) je spojita v intervalu
0

(0, 00).

(o)
Ukazte, 7Ze funkce F(a) = / 2—1—% dz, je spojita v intervalu (2, 00).
0 X

xOL

. * cosx ) o
Ukazte, 7Ze funkce F(a) = dz, je spojita v intervalu (1, 00).
1
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Derivace

/oo 1—¢ —aux?
dz
2
0 re”

Spoctéte

9.3 F(a

a € (—1,00)

a € [—1,00)

acR

a > 0.

a € R.

a > 0.

ool_e azx
10.9 F(a :/ a€ (—1,00)
0
001 _ ax?
1158 F(a :/ =™ 4
0 x2e®
1288 F(a :/2 arctan( atgm)dx’
0 tg.’l?
Hmt IW/Q W d.Z‘ = gﬁ
* log(1
1399 F(a) :/ 0g( +a$)dx,
0 1+$2
o1 _ ,—a?
143% F(a) :/ =™
0
* In(1
1558 F(a) :/ n2 taa) g,
o 22(1+ a?)
Bonus

o0

16. Ukazte, ze funkce F(a) = [,
diferencialni rovnici F” + F =

17.  Vyjadrete jako soucet Fady fun

e— T

52 dz konverguje pro a > 0 a pro a € (0,00) spliwuje

o’

kee G(a) i G'(a), kde

1
G(a):/ x® arctan z dz.
0

And

then Satan said,

“Put the alphabet in

math.."

Figure 1: http://www.lovethispic.com/image/99563/and-then-satan-said,-put-the-alphabet-in-math

Kalkulus 2, 2022/23, Kristyna Kuncovéa



‘T A (A 9sojifods jezesn ouinu (GT)

(b ‘d) > 0 eu njueiolew 93fopary ‘epns of J (FT1)

‘T A% ( A 3soifods gezesn oujnu (g7)

‘T A% (A 9sojifods jezesn oujnu (g1)

‘[0‘1—] © 0 oxd 9ylepary njuerolew oy - eaeidz - A 7 9oxunj 3sojrfods 9yzexn douoseu (1T)
‘(o0 ‘d) 5 © eu njuerofew 9fopary (OT)

‘(o0 ‘d) 3 0 eu njuerolew a3(opary (6)

gupna 91fe10ds (g)

‘T <xe 1>z oid jge[az Yed ‘[d‘d—] S © eu njuerolew 93fopary (¥)
‘T< e 1> xoid jge[az yed ‘[b‘d] 5 0 eu njuelolew a)fopary (g)
‘(00 ‘9] 3 © eu nyuerolew 9fepary (g)

Kalkulus 2, 2022/23, Kristyna Kuncova



