12. cviceni — Rada a integral
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/"kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Priklady
1. Rozviiite do tady

11 1 2
(a) / dezl
0 X 12

ReSeni:
e Rozvoj: Z Taylorova rozvoje méame pro = € (—1,1]

o

log(1+z) = Z(—l)"ﬂx—:

n=1

Tedy
T > -1
f(.%’) _ log(l + ) _ Z(_l)nJrl -

xr
n=1

Pocitame tedy integral

1 n—1
/ Z(_l)n—HL dx
0 pn=1 n

e Lebesgueova véta: Ovérujeme

nJrl:E d " 1 B ) 1
z = Z =2 || =<
n=1 0 =1
e Prohozeni a vypocet:
/1 i Lzt " i 1 4 xnfl i T 1 'xnfl
(=)™ dx = / (- ——dx = (=) —dz
0 n=1 n=10 " n=1 0 "
N — n?|, — n2 12
1 2
In(1 —
(b) / a1~ o) de = -
0 X 6
ReZeni:
e Rozvoj: Z Taylorova rozvoje méame pro x € (—1,1]
> —x) ™
log(1 —z) = 1) n1 (Z2)" S
ol = 3 -3t

Tedy

n—1

fla) = log(i— x) _ Z oz

n
n=1
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Pocitame tedy integral

1 ©° n—1 1 ©  n-1
T T
[yt [ Y
0 n=1 n 0 n=1 n
e Véta: Levi: funkce fp(z) = mnnﬂ jsou nezaporné a méfitelné (protoze spojité).

e Prohozeni a vypocet:

1. ,n-1 > rl,.n-1 > nl > q 2
T ) e O I RR I

n=1 n=1"0 n=1 n=1

>z
d
<c>/0 e

Reseni:

e Rozvoj: Nejprve upravime, pak rozvineme jako geometrickou fadu (e™* < 1
na (0, 00))

[e.e]

00
x _ x _z § : n,—rn __ § : n,. —(Mn+l)z
e +1 e*(l+e ) e (=1)% N (=1)"ze

Pocitame tedy integral
oo ©©
/ Z(_l)nxef(nJrl)x dax
0 n=0
e Lebesgueova véta: Ovérujeme

Z/ ’(—1)”966_(”“)”” dx:Z/ ze” (DT qg
n=0"0 0

n=0

o0 xef(nJrl)z & ooef(n+1)x
M e I A=

n=0 0 0

o0 xef(nJrl)z & ef(nJrl)x &
2 e e

e Prohozeni a vypocet:

oo o0 00
0 n=0 n=0 0
oo 2
D
part (n+1)2 12

7z
d d
<>/0 e

ResSeni:
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e Rozvoj: Nejprve upravime, pak rozvineme jako geometrickou fadu (e™* < 1

a (0,00))

Pocitame tedy integral
0o OO
/ Z pe—(ntD)z
0 n=0

e Véta: Levi: funkce f,,(z) = ze~ (™t jsou nezaporné a méfitelné (protoze
spojité).
e Prohozeni a vypocet:

/ Z:I;e (n 1)z g = Z/ ze~ (DT 4y
0

B 1 _7T2
—Zm—z

n=0

e Rozvoj: Ze vzorce a z Taylorova rozvoje mame pro = € (—1,1]

o0 o0

“logl—x = — et (2" 7
o=~ 3 d

1
08 1

n=1

Pocitame tedy integral
1 ®© _n 1 © _n
T x
/ E —dz = / E —dz
0 p=1 " 0 =1 n

e Véta: Levi: funkce f,(x) = % jsou nezdporné a méfitelné (protoZze spojité).
e Prohozeni a vypocet:

/de_z %dgc :i[ nn+1] inn+1

n=1

e Rozvoj - prve odvodime Taylorav rozvoj. Pro z € (0,1) méame

1+ > Lz it 41 (=2)"”
— i n n
log T—— =log(1 + ) — log(1 — 2) = ;(—1) — - ;(—1) —
e p2n+l
= 2n+1
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Pocitame tedy integral

1 ©  optl
T
J BT
0 =0 n —+
e Véta: Levi: funkce fy,(z) = ”’gn +1 jsou nezéporné a méfitelné (protoze spo-
jité).

e Prohozeni a vypocet:

1 > 2n+l 00 1 g2nt1 00 p2n+2 1
2 dx =
[ 5= [ 2 =X P e a),

=0

o0

[e.e]
1 1
E =2 -
(2n + 1)( 2n+2) = 2n+1 (2n +2)

x n
=2 Z = 2log?2
n=1
1 2
1. 14z us
-1 der = —
&) /0 T . T o 4
Reseni:
e Rozvoj - z pfedchoziho prikladu plyne
1 1+ . g
x °8 1—-2z z:;] 2n+1

Pocitame tedy integral

[ 32

e Véta: Levi: funkce f,(z) = 25, :1 jsou nezaporné a méritelné (protoze spojité).

e Prohozeni a vypocet:

1 2n 1 2n o0 2n+1 71
J s dw:Z/z"’“ do=Y 2
0 ‘= 2n+1 2n+1 o 2n+1)%],
0 2

T
Z 2n+1 vy

n= O
o0 > n!
(h) /0 e *cosvrdr = 7;)(—1)”(271)!

ResSeni:

o Rozvoj: Z Taylorova rozvoje mame pro y € R

0 2n
n Y
cosy = Z(—l) )l
n=0
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Polozme y = v/z pro x € (0,00). Dostavame

f(x) =e "cosyx = nZ:Oe_x(—l)" o)l

Pocitame tedy integral

1 > - "
/0 e (-1) (2n)!dx

n=0

e Lebesgueova véta: Ovérujeme

Pomoci per partes lze odvodit foooe*“a;" dxr = n!. Pak

[e9]

= 2/016_“’6(;:)! = Z(an)!/ole_xa:"

n=0

e—x(_l)n

(2n)!

o0 1 1 o0 n'
e Tyt — .
> @i, > Gy

Tato Fada ale konverguje z d’Alambertova podilového kritéria:

(n+1)!

@nt2)! 1 1
lim 27 = lim (2,1;2)! = lim (n+1) = lim —— =0<1,
tedy fada konverguje.
e Prohozeni a vypocet:
1 > n 0 1 n e n
- x 2 T (—=1)"n!
e S L A B
f e = X o~ X
1 p—1 0 —1)"
(i)/ LAY ) . pag>0
o 14z = ptng
ReZeni:
e Rozvoj: Z Taylorova rozvoje méame pro z € (—1,1)
ab! 1 = - 1+
— .P— —1)"pd" — — 1) P~ 1tan
ik HZ‘B( )"z ;)( )

Tedy
o0 n—1
fa) = log(1 + x) _ Z(*l)nﬂxn

i
n=1

Pocitame tedy integral

1
/ Z(_l)nwpfbkqn dx
0 n=0
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e Uvazujme posloupnost ¢asteé¢nych souctt
J
gi(w) = (=1)"aP" " de
n=0

podle vzorce pro ¢asteény soucet geometrické fady méame

1= (=29)*!

P
9i =7 14 x4
Hledame majorantu
j+1
gy = |t LT o2
! 14 a4 - 14+ a9

Ale funkce g(z) = 2{?:;; € L'(0,1). (U 0 srovname s zP~1.)
e Tedy jsme nasli konvergentni majorantu a muzeme prohodit limitu posloup-
nosti a integral. (TFeti rovnost plyne z linearity integrélu - jde o kone¢ny

soucet.)

1 1 J
[ > ar= [ Sy ds
0 n=0 0 J%oonzo

1
= lim —1)"gPm i dg
J 1
-1 —1)" p—1+qn
Jggonzzo/o (—1)"x dz
J 1
= li —)" [ aPTrng
ji}rgog( )/Ox x
J p+ng 11
= lim Y (~1)" [$ }
j—roo =L p+ng],
J
_1)»
— i S DY

Jj—o0 =P + ng

n—o Pt e

[o¢] ~
2. Sectéte Z/Z (1 — Vsinx)" cosz dx.
n=170

Regeni: Piiklad i s feSenim prevzat odtud: https://people.cas.uab. edu/"mosya/te
aching/Problems

Protoze f, = (1—+/sinz)" cos x jsou pro = € (0, §) nezaporné métitelné funkce, mazeme
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prohodit z Leviho véty. Tedy pocitame

2/2(1—VSinx)"cosxdx /
n=1"0 0
= /2 cost(l — Vsinz)" dx

0 n=1

Wl

[ee]
E Vsin x)" cos zdx
=1

Upravime jako geometrickou fadu

2 > 2 cosx
cosz Y (1 —+sinzx)"dr = / — dz
/0 ,; 0 Vsinz

Vyftesime substituci y = sinx, dy = cosz dx:

/2 cosS T dx/ —dy y]o:z'
0 Vsinz
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