11. cvicéeni — Posloupnost a integral
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Teorie

Véta 1 (Levi). Necht {f,} je posloupnost méfitelnych funkci na E, [, fidp > —oco a

fi< fa<...Pak
/ lim f,du = lim/fn du.
En%oo n—oo E

Poznamka 2. Levi plati i v situaci [, fidu < oo a fi > fo >

Véta 3 (Lebesgue). Necht f a {f,} jsou méfitelné funkce na E, Necht posloupnost {f,}
konverguje skoro viude na E. Necht existuje funkce g € L'(E) (majoranta) tak, Ze

@) <lg(@),  VneN, Voek.

/ lim f,dy = lim / fndu.
En%oo n—oQ E
Algoritmus

1. Zafixujeme z € (a,b) a spocteme lim, o fp.
2. Jsou funkce nezaporné a posloupnost je neklesajici - pro pevné x roste v n? Levi.
3. Lze najit majorantu? Lebesgue.

Potom

(a) Lze pouzit né&jakou zakladni nerovnost? x < 1 pro z € [0, ] |sinz| < 1,
|sinz| <xprox >0, Inx<x—1,e%<1proz >0, (atb)?>0? Nelze zmensit
jmenovatele, vzit jen 1 ¢len souctu?

(b) Kdyz nevis, tak derivuj: funkci g(n), n € [1,00), podle n. Maximum je pak v ng
- bodu s nulovou derivaci nebo v krajnich bodech (tedy ng = 1 nebo v lim, ).

(¢) Nenasla by se majoranta alesponi pro n > 27

4. Prohodime limitu a integral.

Priklady

1. Spoctéte lim, o (a € R, A € (0,00))

/ Zdx () /O - hl(“”;j”)ef” cosz da

b ———dz o i
(b) /0 1 +n2x2 (2) / e ST
0 X
1+ x2” oo
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Figure 1: https://www.math3ma.com/blog/dominated-convergence-theorem
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