10. cviceni — Lebesgue-Stieltjesiv integral
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Priklady

Zdroj: https://www2.karlin.mff.cuni.cz/"cuth/archiv/MFF/Kalkulus/kalkulus2_pri
klady.pdf

Spoditejte hodnotu Lebesgueova-Stieltjesova integralu [, f(z) dp(z):

L. (a) M = [2’3]7 f(x> = .%'2, (p(l‘) = X[Z,oo)(x)
Reseni:

/Mf(w)dw(w)z{ /2 #(x) do(a /f ) dp(a

= J2)(Jim Xppoo) — lim X[m>>+/2 -0dz
+£3)( M, Xp2,00) = 1M X[2,00))

—4(1-0)+0+9(1—1)
=4,

(b) M =[0,00), f(z) = %, p(z) = (3— e 2)xj0.00)(x)
Reseni:
/M f() dp(z) = /{ (@ dete) + /( . @dste)
= FO) it (3= = B =€) lim o)+ [ 3=V do
=1((3-1)1—(3—-1)0) + /OO e (0 + 2e727)
0

(0.9}
:2—1—/ 2¢Pdr=2+2[-€e "7 =2+2(0+1)
0
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Reseni:

/ /fdcp [ S /fdtp
/fchp /fdso

— ) (lim (z+1)— lim (x+1))+/1 2 1de

z—1+ r—1— ;
+ f(2)( lirg+(w+1)— lim (x—i—l))—l—/ z-1dx
T—2— 9
+/@)(lim (v +1) = lim (z+1)

:“2—”+[§Tj+“3—@+[§12+“4—®

T z <0
, p(x) =
z+1 >0

Reseni:

[ @@ = [ @@ [ s@aw s [ e

(=1,0)

+/ f(x)dp(x)
{1}

= f(-1)( lim z— lim m)+/0x~1dx
-1

z——14 T——1—

1
+ f(0)( lim (z+1) — lim (m))—l—/o x-1ldx

rz—0+ r—0—
+ f(1)( lim (z+1) — lim (x+1))
r—1+ r—1—
2 2

:—M—L+U+[x}OJ+ML—®+[Z};+M2—m

2
—1+1—1
=5 +5=
0 r <1
22 —2x4+2 xe€[l,2
(@ M=[03), f(a) = 22, pla) = 1.2)
3 T =
x4+ 2 T > 2
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Reseni:

/Mf(w)dso(w)z (] / £(z) de(a /f ) dp(a
/lf 2) dg(z /f ) dp(a /2f 2) dp(

= f(0)( lim 0— lim 0)+ /3: -0dx + f(1 )( hm 22 —2x4+2— lim 0)
0

z—0+ z—0— z—1—

2 3
—I—/ 22 (22 —2)dz + f(2)( lim z+2— lim z? —2:U+2)+/:U2-1dx
1 T2+ T—2— 2

xt 2:1:32 ;U33
=040+1(1-0)+ |=———| +44—-2)+ |—
2 3 1 319
8 1 8
=14+-4+-4+84+9— -
+3+6+ + 3
_ 109
6

(f) JVW =10,5], f(z) =22+ 1, p(z) = [7] (cela cast)
Reseni:
)d )d x)do(x x)dp(x x)do(x
| f@deta /f ola /)f()w()Jr/{l}f()90()+/(1’2)f(><p()

S RCLECR /( RRCLECE /{ , @asa) /( S

[ e + [ fe)de) + / f(2) dg(z)
{4} (4,5) {5}

1
— £(0)( lim [¢] — lim m)+/0 (22 +1) - 0da

r—0+ r—0—

2
+ f(1)( lim [] — lim [a;])—i-/l (2241) - 0dz

r—14+ r—1—

3
+ f(2)( lim [z] — lim [m])+/2 (2 +1)-0dz

r—2+ r—2—

4
+ f(3)( lim [z] — lim [x])+/3 (22 +1)-0dz

T—3+ T—3—
5
+ ) lim o]~ lim (o) + [ @+ 1) 0ds
+IO el lip )

=1-14+2-1+5-1+10-1+17-1426-1
=4.

(g) M =][0,5], f(z) =€, p(z) = x + [x]
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Reseni:

| t@agt /f /01) /f ) dg(s /IQ)f(x)dw(w)
+/, /; f(z) do(x /m f(z) dp(a L/ )f@ﬁdwuﬁ
o, / f(@) do(a /'f ) dg(s

1

=ﬂmggix+uyyg&x+ub+%;&-uu
2

+FO)lim o+ (o] = Jim ot (o) + [ e 1do
3

+F)(Jim o+ o] = lim o+ lo)+ [ ¢ 1do

4
+ f(3)( lim x4+ [x] — lim x+[:z‘])+/ e’ 1dx
r—3+ r—3— 3
5
+f@4)(lim z+ [z] — lim z+[x])+/ e’ 1dx
T4+ T—4— 4
li — 1
+£(5)( lim x + [2] — lim 2+ [z])
=V 14" 14?143 1+et- 14651+
=+t +ed 4 et + 20
Zkouskové priklady

Zdroj: https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ cuth/archiv/MFF/Kalkulus/kalkulus
2_zkPis.pdf

2. (a) Spocitejte nasledujici Lebesguetuv-Stieltjesuv integral ([-] znaci celou ¢ast)

322 +4x -2, x€ll,2)

1 =2
do(z),  kd —{
tAﬂmu () cpla) =40, o
—2z x € (3,5].
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Reseni:

/f ) do(a / fl / f@dp@) + [ f@)de@) + [ f2)de()
(1,2) {2} (2,3)

+ [ H@)de@) + / £(z) de(a)
{3}
+{ / f(x)do(z /f ) do(x

= f(1 )(hm 322 +4xr — 2 — lim 322 —1—430—2)—1—/ x[z] - (62 + 4)dw
1

T—1+ z—1—

3
+ f(2)( lim z —2— lim 33:2—1—43:—2)—1—/ z[z] - 1dx
2

r—24+ r—2—

4
+F3)( lim —22 — lim a:—2)—|—/3 ola] - (—2) da

T—3+ T—3—

5
+f4)(lim —2z — lim —2z) +/4 z[z] - (—2)dz

r—44 r—4—

+ f(5)( im —2z — lim —2x)

r—5+ T—5—

:1(5—5)+/12m(6x+4)d:1:—|—4(0—18)+/232:1:dx—|—9(—6—1)

4 5
+/ 3$(—2)dx+16-0—|—/ 4z(—2)dx +25-0
3 4
=20—-7245—-63 —-21 —-36 =—-167

(b) Spocitejte nasledujici Lebesguetv-Stieltjesuv integral ([-] znadi celou ¢ast)

x4+ 2 x € [-2,-1]
) z € (—1,0)
/[_272] fad(pe] ~20), kdes@=q0 TS
—22+7, x€(0,2]
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Reseni:

| f@deta) = [ s e + / @ dela)+ [ fla)dela)
M {—2} (=2,-3) {

N / () d(e / F(a) dp(a)
o, / Fdew+ [ | e
v i@de@) + [ /f ) de(

{3} (3:2)

:f(—2)(x££n2+[2x] —2x—zil£r127[2x] —2:E)+/_2 (x+2)-(—2)dz

+ f(—g)( lim [2z] —2z— lim [2z] —2z)+ /_ (x+2)-(-2)dx

2 _3 _3_
TH—5+ T3

+f(=1)( lim [22] — 22— lim [233]—23:)—1—/__1 1-(=2)da

rz——14 r——1—

0
+f(—%)( lim [22] — 22— lim [2x]—2x)+/ 1. (~2) da

1 1
T—5+ TH—5—

D=

+ f(())(xl_i>161+[2x] -2z — xl_i)rgl_[%c] — 2x) —|—/0 (—2? +7) - (—2)da
1
+f(%>( lim [2¢] — 22 — lim [22] — 22) + | (=22 +7)- (=2)dz

1 1
z—=5+ TH5—

w\»—\

[SI9)

+ () i [20] — 2 — lim [22] - 22) + /1 (—2® +7) - (-2)da
Y tim o] 20— i o] —20) 4 [ (- 7) - (—2)da

2 3 3_
r—=5+ T35

w\w\

1 27 19
=014 5 14+ 1-141-14100- 1+ 7 1461+ - -1+3-1

223 0
+[~2? — 4] 7L + [-22]°, + [:” - 143;]
-2

3
68
=123-1-2— —
3
292
3
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