
10. cvičení – Lebesgue-Stieltjesův integrál
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Teorie

Věta 1. Nechť φ : R → R je rozdílem omezených neklesajících funkcí a nechť f : R → R je
omezená borelovsky měřitelná funkce. Pak

1. Je-li interval I disjunktním sjednocením intervalů {Ij}nj=1, pak∫
I
f(x) dφ(x) =

n∑
j=1

∫
Ij

f(x) dφ(x).

2. Pro každé c ∈ R platí ∫
{c}

f(x) dφ(x) = f(c)(φ(c+)− φ(c−)).

3. Je-li I ⊆ R otevřený interval, f ∈ C(I), φ ∈ C1(I), pak∫
I
f(x) dφ(x) =

∫
I
f(x)φ′(x) dx.

Algoritmus

1. Načrtneme graf f a φ.
2. Načrtneme množinu M , najdeme body, kde se předpisy funkcí „lámou“.
3. Rozsekáme integrál na intervaly zintegrujeme dle Věty.

Příklady

Zdroj: https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~cuth/archiv/MFF/Kalkulus/kalkulus2_pri
klady.pdf

Spočítejte hodnotu Lebesgueova-Stieltjesova integrálu
∫
M f(x) dφ(x):

1. (a) M = [2, 3], f(x) = x2, φ(x) = χ[2,∞)(x)

(b) M = [0,∞), f(x) = ex, φ(x) = (3− e−2x)χ[0,∞)(x)

(c) M = [1, 3], f(x) =

{
x x ̸= 2

1 x = 2
, φ(x) =

{
x x < 0

x+ 1 x ≥ 0

(d) M = [−1, 1], f(x) =

{
x x ̸= 0

1 x = 0
, φ(x) =

{
x x < 0

x+ 1 x ≥ 0

(e) M = [0, 3), f(x) = x2, φ(x) =


0 x < 1

x2 − 2x+ 2 x ∈ [1, 2)

3 x = 2

x+ 2 x > 2

(f) M = [0, 5], f(x) = x2 + 1, φ(x) = [x] (celá část)
(g) M = [0, 5], f(x) = ex, φ(x) = x+ [x]
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Zkouškové příklady

Zdroj: https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~cuth/archiv/MFF/Kalkulus/kalkulus
2_zkPis.pdf

2. (a) Spočítejte následující Lebesgueův-Stieltjesův integrál ([·] značí celou část)

∫
[1,5]

[x]x dφ(x), kde φ(x) =


3x2 + 4x− 2, x ∈ [1, 2)

1, x = 2

x− 2, x ∈ (2, 3]

−2x x ∈ (3, 5].

(b) Spočítejte následující Lebesgueův-Stieltjesův integrál ([·] značí celou část)

∫
[−2,2]

f(x) d([2x]− 2x), kde f(x) =


x+ 2, x ∈ [−2,−1]

1, x ∈ (−1, 0)

100, x = 0

−x2 + 7, x ∈ (0, 2].

(1c)substitucey=
√
x

(1d)ab=eblna

(1f)začnětesbodem0
(1g)Taylorůvrozvoj
(1m)upravmeodmocniny

(2e)uvažujtekombinacezápornýchikladnýchpiq.
Propředstavupoložtenapř.p=±3aq=±2
(2f)substitucey=

√
x

(2g)arccotx=
π
2−arctanx
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