9. cviceni — 3D integréal
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Priklady

Zdroje prikladi a feSeni:
http://mat.fsv.cvut.cz/Sibrava/Vyuka/vic_int.pdf
https://math.fme.vutbr.cz/download.aspx?id_file=602492416
https://fix.prf.jcu.cz/ eisner/lock/UMB-566-materialy/matematika-sbirka-1II
I-Krivkovy_integral.pdf
https://homel.vsb.cz/ boul0/archiv/ip2.pdf
https://is.muni.cz/el/1433/jaro2009/MB102/7448541/skripta4.pdf
https://math.fel.cvut.cz/en/people/habala/teaching/veci-ma2/ma2r4.pdf
http://www.matematika-lucerna.cz/matalyza/resene-matika3.pdf

1. Spoctete objem télesa, kde M := {[z,y,2] € R30 <y < 1;0 < z < arctany; 0 < z <

1+y2

Reseni: Pocitame objem, integrujeme tedy funkci f(z,y,z) = 1. Z Fubiniho véty pak
mame

arctany arctany 6 1 3 t 2
/ / / ldzdxdy—/ / v dxdy:/ %dy
0 Y

T
t (*)
= [arctan® y]} 1

2. Za pomoci substituci spoctéte integraly
(a) / 2? +y*dA  kde M :={[z,y,2] e R} 1<z <2727 + 92 <1}
M
Reseni: Vilcové souradnice.

x(r,a,z) :==1 cosa
y(r,a, z) :=r sinq,

z(rya,z) ==z

Navic z € (1,2), 7 € (0,1), a € (—7, 7).
Fubinka a véta o substituci.

1 2
/ / / r? cos? a + 1% sin a)rdzdadr—/ / / 3 dzdadr
o 0 1
1 1
/ / 173 dadr—/ 23 dr
0 0

-,
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(b) Spoététe objem mnoziny M, kde M := {[z,y,2] ER3}; -1 <z < 1,2 > 0,9%>+22 <

1}

ReSeni: Prohazené valcové soufadnice.

x(rya,z) =
y(r,a, z) :=r cosa

z(rya, z) == sina,

Navic z € (—1,1), r € (0,1), a € (0, 7).
Fubinka a véta o substituci.

1 s 1 1 T 1
/ / / rdzdadr:/ / 2rdadr:/ 2mrdr
o Jo J-1 0 J—m 0

[QWT
g g 7['
2 |y

(c) / 1dA, kde M := {[z,y,2] € R% 2% +y? + 22 < 1}
M

Reseni: Sférické souradnice.
x(r, B,7) :=r cosvy cosf3,
y(r,B,7) :=r cos~y sinf,
2(r, B,7) = r siny
1>r>0,
—T < fB<m,

2 ST

Fubinka a v&ta o substituci:

5 T 1 ) 3 T ’1“3 1 3 1
/ / /r cosvdrdﬁd*y:/ / cos 7y 5 dﬁd’y:/ g-cosy‘2wdfy
- —m J0O -7 0 —

s _T
2 2
2 A7

5l

Wl

sin 7]

1
@ | Crrrm ke M = (e eR%I <ot 4y 42 <422 0)

Reseni: Sférické souradnice.
x(r, B,7) :=r cos~y cosf3,
y(r,B,7) :==r cosy sinf3,
z(r,B,7y) :=r sinvy

kde r € (172)7 5 € (_7777T>7 e (_g70)
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Fubinka a véta o substituci:

T 2

/ / / 37 cosvdrd[)’dfy / / / Cosvdrdﬁdv

2J—nJ1 2 J—r

2 2 7T ’rig )

:/ / cos 7y [3] dgdy
/o -
:/ / —cosydﬁd*y
<21

wﬂ

= - 24 cosy dy
. . 0 T
= E[Sm’Y]_g 12

e) / Va2 +y2 4+ 22dX , kde M = {[z,y,2] € R} z,y,2 > 0;2° + y* + 2° < 1}
M

Regeni: Sférické souradnice.
x(r, B,7) :=r cos~y cos 3,
y(r,B,7) :==r cosy sinj,
z(r,B,7y) =1 sinvy

kde 7 € (0,1), 8 € (0,%), v € (0, 3).
Fubinka a v&ta o substituci:

///\Fr cosydrdBdy = ///rcosydrdﬁdv

I
o
= | Zcosyd
/0 80057 ot
= %[Sinvh? = g

f) Spoéctéte objem télesa, M = {[z,y, z] € R3; 2% + 49> + 22 < 4
J Yy Yy
Reseni: Zobecnéné sférické souradnice.

x(r, B,7y) :=r cos~y cos [,
1

y(raﬁa’y) = §T cos7y Sinﬁa

z(r, B,7y) :=r sinvy

kde r € (072)7 B € (_7‘-771-)7 v e (_%ag)
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Fubinka a véta o substituci (pozor na Jakobian):

% T 2 1 ) g ™ T3 1 % T8
/ / / —r cos*ydrdﬁd’y:/ / cosy | — dﬁdq/:/ / —cosydpdy
—zJorJo 2 ) 6], _x)_,6

s

2
jus

2

-/

(g) / zd\, kde M = {[z,y,2] e R} 22 +y? <22 < 1,2 > 0}
M

8 8
?ﬂ cosydy = %[sinfy]

NIE]

Reseni: Jde o kuzel. Valcové soufadnice.

x(r,a,z) :==1 cosa
y(r,a, z) :=r sinq,

z(rya,z) ==z

Po dosazeni do rovnic dostavame

Tedy z € (0,1), r € (0,2), a € (—m, ).

Fubinka a v&ta o substituci.
1 i z 1 iy T2 z 1 T 23 1
// /zrdrdadz:// z[] dadz:// dadz=/7rz3dz
o J-=Jo o J—= L1219 0o Jorx 2 0
_ [
N

(h) / VaZ+y?2 d)\, kde M = {[z,y,2] e R} 22 +¢y? < 2 < 1}
M
ReSeni: Parabolicky kuzel. Valcové soufadnice.

x(r,a, z) := 1T cos
y(r,a, z) :=r sina,

z(rya,z) ==z
Po dosazeni do rovnic dostavame
0<r?<z<1

Tedy z € (0,1), r € (0,/2), « € (—m, 7).
Fubinka a véta o substituci.

1 oz 1 opmorp37VE L.
/// r-rdrdadz—// [] dadz—// — dadz
0 —m JO 0 —T 3 0 0 - 3
1 3

571

z2 2m | 222 4

/0 3T [5] 15
0
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(1) / 2dA , kde M = {[z,y,2] € R} 0 < 2 <4—2/22 +y?}
M
Regeni: Otoceny kuzel. Valcové souradnice.

x(r,a,z) :==1 cosa
y(r,a, z) :=r sinq,

z(rya,z) ==z
Po dosazeni do rovnic dostavame
0<z<4—-2Vr2=4—-2r

Tedy z € (0,4 —2r), r € (0,2), a € (—m, ).

Fubinka a véta o substituci.

T 2 4-—2r T 2 ZQ 4—2r
/ / / r-zdzdrda:/ / r{] dr do
- JO 0 —m JO 2 0

s 21
:/ / fr(4—2r)2drda
o 2

Bonus

3. Muffin: Spoctéte objem télesa T uréeného vztahy z2 + y? < 22, 1 < 22 + % + 22 < 4,
z > 0.

4. Kornout se zmrzlinou: Spoctéte objem télesa T uréeného vztahy z? + y? < 22 < 6 —
(2 +y?), 2 > 0.

5. Urcete hmotnost krychle o strané 2a. Hustota krychle je pfimo tmérné ¢tverci vzdalenosti
od pruseciku télesovych thlopfi¢ek a ve vrcholech je rovna 1.

6. UrCete hmotnost koule o poloméru a. Hustota koule je pfimo tmérna vzdélenosti od
stfedu koule a na povrchu je rovna 1.

7. / Ly d\, kde M je ohrani¢ena plochami x =0,y =0,2=0,2=4axz+y = 3.
Mzt+4
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13 Aplikace vicerozmé&rnych integral

121. PFiklad Spottéte obsah rovinného obrazce M ohraniteného pHmkami y = z, y = v3z a kfivkami
22 +32 =4z,2% +y* =8z,

Refieni  Nejprve provedeme fipravu rovnice z? + ¢ = 4z na tvar (z — 2)? + 3* = 4. Podobn¥
22 + ¢ = 8z upravime na tvar (x — 4)? + y* = 16. Odtud plyne, #e zadané kiivky jsou krunice. Viz
Obrézek 51.

2 \
MG 2,4 13 X
NS /
A BN !
\\ P

N e -

Obrizek 51: M:y==zx,y=V3z, 2° +y> =4z, 2% + % =8z.

Obssah obrazce M uréime ze vztahu S(M) = [f dzdy. ProtoZe Q je &ist{ kruhu, provedeme transfor-
M
maci do polérnich souFadnic. TransformovAnim jednotlivych rovnic ziskdme, Ze

w

IA A

w 5!
e < 8cosyp.

IA

™
4
4cosp

Jf s [ asetr= [ 2 esoae =3 [ 10707 e

M

Plati

¥ ¥ ¥
=2-4f oos’xpdtp:%/ %(1+oos$w)d¢=12[¢+%shl2¢] =7r+3v/3-86.
I ¥ ¥

122. P¥iklad Spodtéte objem t&lesa 2 urdeného vztahy 22 +y* < 22,1 <22 +y2 + 22 < 4,2 > 0.

Refeni  Oblast § je ohranidena kufelovou plochou z = /22 + y? a dvéma kulovjmi plochami.
Viz Obrézek 52. Provedeme transformaci do sférickych soufadnic, kde

0€(1,2),
e (01 2rr),
9 € (0, }})'

Objem télesa 0 urtime ze vztahu V() = [ff dzdydz.
)

/ﬁ/f d’d”d“fn[fo’sinadmdhf:o’do-j:’dsa-f:smodh

= [£] 1o - costif = 321 252 et vB)

——
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Obrézek 52: N:z?+32<22,1<23+2+22<4,220

123. PFiklad Spoététe objem t&lesa  urfeného vztahem /2% + 2 < z < 6 — (22 + ).
Refenf Oblast  je ohranifena zhora paraboloidem z = 6 — (22 + ) a zdola ku¥elovou plochou
z = /22 + 2. Viz Obrézek 53. Musime zjistit, v jaké vyiice se paraboloid s kufelem protnou. Vyfesime

rovnici /72 + 32 = 6 — (22 + ). Méme 22 + y* + /22 +4? — 6 = 0. Zavedeme substituci z = z% + 3°.
Odtud 22 + 2 — 6 = 0 a (z — 2)(z + 3) = 0. Refleni = = —3 nevyhovuje. Plati tedy z = 2. Ve vyice
2 = 2 protne paraboloid kuZel v krufnicim 22 + y? = 4. Provedeme transformaci do vélcovjch soufadnic.

Z pfedchoziho plyne, Ze
0€(0,2),
v € (0,2r),
z€ (0,6 - p%).

Objem t&lesa 0 uréime opét ze vztahu V() = [ff drdydz.
(o]

Obrézek 53: 0:/72+2 <2<6- (22 +4?)

f/f dﬁm:]f]"@dw’“/:(ff(f_""dz)dﬂ")d&mf:(f: (262" dg)de =
0 O

2 : 2
=21rfu (6e—¢* —¢*)Yo=2r [39’- %e’— %Q‘Lw %m

har—
124. Priklad Spotéte velikost povrchu &dsti paraboloidu f(z,y) = 1 —z2 — 32, kde f(z,9) 2 0.

Redeni  Velikost povrchu S paraboloidu uréime ze vatahu § = [f, ‘/1 + (f2)? + (f})? dady, kde

M je kruh 2% + y? < 1. Spo¥teme parcidlni derivace. Plati f; = -2z, f; = —2y. Dosadime do vj¥e
uvedeného vztahu a pak provedeme transformaci do polarnich soufadnic, kde

g€ (0, l)t
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( 3} 126. P¥klad Urtete hmotnost krychle o strand 2a. Hustota krychle je pFimo Gmérné &tverci vzdélenosti
od priisedfku t8lesovych thlopfitek a ve vrcholech je rovna 1.
flekeni  Stfed krychle 2 umistime do po&htku systému soufadnic. Tedy @ = (-a,a). Déle na-
lezneme funkci hustoty o(z,y,z). Vadélenost bodu a = [2,y, 2] od poZétku je dén vztahem d(a,0) =
V22 + 17 + 22. Odtud plyne o(z,y,2) = k(z? + y* + 2%). Konstantu ptimé umémosti urime dosaze-
nfm soufadnic nékterého vrcholu. Plati o(a,a,a) = k(a2 + a® + a?). Tedy k = 32y. Celkem o(z,y,2) =
v (z? +17+2?). Vzhledem k symetrii t&lesa i funkee lze integrovat pouze ptes prvnf oktant ;. Konetné
hmotnost télesa § uréime ze vztahu m(Q) = [[f o{z,y, z) dxdydz. Plati
)

m(ﬂ)=f/f§§§(a:“+yz+xz)dzdydz= s—z;fffz’+y’+z3dxdydz=
1] M

=% A (/:([zz+y’+z2)dzdy)dz=%£([[x’z+y’z+%zs]:dy)dx=

L[ ([rreim)ent [ goanl

@ 127. P¥iklad Urdete hmotnost koule o poloméru a. Hustota koule je pffmo Gmé&m4 vzdilenosti od
stfedu koule a na povrchu je rovna 1.

ReSenf Stfed koule 2 umistime do poétku systému soufadnic. Nalezneme funkci hustoty (2, y, 2)-

Plati g(z,y,2) = k/2? + 42 + 23, Konstantu pfimé Gmémosti uréime dosazenim soufadnic nékterého

bodu na povrchu koule. Naptiklad bodu {a,0,0]. Plati (s, 0,0) = ka. Odtud k = 1. Celkem g(z,y,2) =

12 F 12 + 22. Hmotnost t&lesa 2 urtime opét ze vztahu m(f2) = 'g]'g(x,y,z) dzdydz. Je vihodné

provést transformaci do sférickch soufadnic. Plat{
m(@) = gf%mdzdydz - % fﬂ{fg’smﬂ dodpdd =

1

—lf‘g“d -jhd -fsim?d =1 116-[ }"-[—coso]'—--la‘-zx-z—ms
=zl ), ¥ =119, ¥lo 07 a 4 =

C.ﬂ 128. Piklad Urtete t8%isté rovinného obrazce M, kterj je ohraniden kfivkami y = 22,2 +y = 2.
Hustota obrazce je konstantni a je rovna L.
Refenf TeZist T rovinnébo obrazce M uréime ze vatahu T = [S:{3f}, 53| Obrasec zapifeme

jako oblast typu (z,y).ReSenim rovnice 2? = 2 — z dostédvéame (r —1)(z+2) =0aodtud z = -2,z =1.
Platf tedy -2 < z < 1, 2? < y £ 2 — z. Viz Obrézek 55.

Obrézek 55:
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o ([ )= Lo o33
S’(M’=g"d”d”=fz ([ var)as=3 [ @-ar-ste= [po-a? 4o~ goat]

S,(M)=g:rda:dy=‘[_;(j:_xxdy)dz=/;z(2—x—z’}dz= [:vz-%:aa-—%z‘]l_z=—g.

Odtud plyne, e T = [ig].

)
2
»
I
|8

129, P¥iklad Urtete t8%i8t& t&lesa 0 = 2y U, s konstantnf hustotou, kde ; = (0,1) x (0,1) x (0,2)
a = (0,1) x (1,2) x {0,1).

Redeni  Tarists T téless  uréime se vatabn T = [Sugff), Suef@) See@). Vig Obrézek 56. Je-l
hustota (z,, 2) = ¢, pak sfejmé m(2) = 3c.

Obrazek 56:

sw(n)=fn{/czdzdydz+fn{ czdxdydz=c/°1d.~c£dyf:zdz+cf:dzfdyf:zdz=gc.
su(n)=fﬂ[fqmdvdz+[n[ cyd::dydz=cf01d:cfolydyf:d.z+c/:dzj12ydyf:dz=gc.
s,,(n)nfn_{ mdmdydﬁfnj; adzdydz:cf;mj:dy2dz+cj:zdz[dyf:dz=§c.

Odtud piyne, 30 7 = [}, §,§].
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8. Pfifadte rovnici obrazku.

(c) 4 {[z,y,2] e R} 22+ 9> <2< 1}
(d) 6 Ohrani¢eno plochami z =0, z = 3, 22 +3? — 22 = 0 a navic y > 0
(e) 7{[z,y,2] € R} 2% +¢y? +22 < 1;2 >0}
(f) 5 {[z,y,2] € R0 <z <4—2/22+42}
9 {[r,y,2] ER3}1 < a?+9y?2+22<4,2<0}
h) 10 {[z,y, 2] € R3; 2% + 4y + 22 < 4}
(i) 11 {[x,y,2] € R 2?2 +y? + 22 < 2}

Zdroj: https://math.fme.vutbr.cz/download.aspx?id_file=602492416
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