PRIKLADY K MATEMATICE 3 - VICENASOBNE INTEGRALY

ZDENEK SIBRAVA

1. VICENASOBNE INTERGRALY
1.1. Dvojné integraly.
Priklad 1.1. Vypoditejme dvojny integral

2
T
dA
/‘3+y2 ’
M

kde M = (0,3) x (0,1).

Redeni: Funkce f(z,7y) = £ je na obdélniku (dvojrozmérném intervalu) M
Y 34y )
spojitd. UZitim Fubiniovy véty pfevedeme dvojny integral na dvojnésobny integral
(pfiemZ nezaleZi na pofadi, ve kterém budeme integrovat) a postupnou integraci

dostaneme

2 37 2 3 72 y y=1
dA = // d dxzf[—arct —] dz =
/3+y2 312 Y V3 R3]
M 0 0 0
3
71'\/5/' 2 3
= — [ z°dz = —.
18 2
0

Priklad 1.2. Vypoditejme dvojny integrdl

fﬂ:sinydA,

M
kde M = (1,2) x (0,7/2).
Redeni: Funkce f(z,y) = xsiny je na M spojitd. Pomoci Fubiniovy véty opét

prevedeme dvojny integral na dvojnasobny. ProtoZe meze pro z i y jsou konstantni,
opét nezdleZi v jakém pofadi budeme integrovat. Postupné dostaneme

Date:
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w2 2 w/2 ) N
/xsinydA = /-fxsinyd:rdyzf[imzsiny} dy =
M 0 1 0 #=1

w2

= gfsinydyzg.

0
Priklad 1.3. Vypoditejte dvojnyj integrdl

f iy dA,

M
kde M = (0,2) x (1,2). Visledek: 4
Piiklad 1.4. Vypoditejte dvojnyj integrdl

fe“’ ydA,

M
kde M = (0,1) x (0,4). Vysledek: 8(e—1)

Priklad 1.5. Vypoditejte dvojny integrdl

1
——dA,
/ (1+z+2y)3

M
kde M = (0,1) x (0,4). Visledek: 3
Priklad 1.6. Vypoditejte dvojny integrdl
/ zye™ dA,
M
kde M = (0,1) x (0,2). Visledek: 2
Piiklad 1.7. Vypoditejte dvojniyj integrdl
fmy2 sin (22 + y) dA4,
M
kde M = (0,/7) x (0,7/2). Visledek: Im* —2

Piiklad 1.8. Vypoditejme dvojng integrdl

]my dA,

M

kde M je mnoZina ohranicend k¥ivkamiy = —z a y =z — 2°.
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Cast 11
Integralni pocet funkci vice proménnych

9 Dvojny integral - Fubiniho véta

81. Priklad Spottéte [[ z¥ dzdy, kde 2 = (0,1) x (1,2).
0

Reseni Integraéni obor € je &tverec, tj. dvojrozmérny interval (0,1) x (1,2). Viz Obrazek 11.
Aplikujeme Fubiniho vétu. Oblast {2 budeme uvazovat jako oblast typu (y, ).

i
2 7

N\

1 T

Obrazek 11: Q= (0,1) x (1,2)

2 1 2 11 2 2
‘ga:yda:dy: J(f zvdz)dy = f[‘;:rl]ndyz{ﬁdy: [ln|y+1]}1 =In3-In2=In}.
10 1
V pfipads, Ze oblast {2 budeme chapat jako oblast typu (z,y), narazime pfi vypoctu na integral

01 ‘”]n -£dz, ktery nelze vyTesit v mnoZing elementarnich funkci.

82. Piiklad Spottéte [f z2ye™¥ dazdy, kde Q = (0,1) x (0,2).
Q

ReSeni  Integraéni obor Q je obdélnik {0,1) x {0, 2). Postupujeme analogicky jako v pfedchozim
pfikladu. Aplikujeme Fubiniho v&tu. Oblast {2 budeme uvaZovat jako oblast typu (z,y).

§/Q

2
N\

1 T

Obrazek 12: Q= (0,1) x {0,2)

w=2gy, u 1 12 2
’ v|” — xy -
o= eV, v= Uf ([mye }0 a:'_!e dy | dz
1 2 1 1 1
= f[(;cy - l)ew} ﬂdm = [(2z —1)e** + 1 dz = [22e*® dz + feh dz + f dz = [.’1’,'821 — e — x] =2.
0 0 0 0 0

1
[ z*ye™¥dady = [ (fog x2yezydy) dz =
Q 0

0

,-"; \:}‘: 83. Piiklad Spoitéte [f zy? dady, kde Q je urena vztahy 22 +¢y?> -1 <0,z +y—12>0.
. . S

Reseni Integraéni obor  je ohranifen pfimkou a kruZnici. Viz Obréazek 13. Oblast Q je typu
(z,v) i (y, ). Zvolme typ (z,y). Plati @ = {[z,y];0 <z < 1,1—z < y < V1 — z?}. K vypoétu pouZijeme
Fubiniho vétu.

ffwy2d:cdy=f1( T‘xyzdy)dx [t aa =[5 (VT=EF - (-0 s =
0 0 0

1-x

RNDr. Jifi Klagka, Dr. UM FSI v Brng, 7. 3. 2006
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¥ ) v
™

Obrazek 13: Q:22 4+ -1<0,2+y—12>0

Zvolime-li typ (y,z), pak Q = {[z,3];0 <y <1,1-y <z < /1 —3?}. V tomto pfipadé vede vypocet
na jednodussi integral.

1 [ V142 1 V1-12 1
[Jay*dedy=[| [ a:y2da:) dy = | [%xﬂyQ] de = [(y3 —y*)dy = 55-
[+ 0 1-y 0 1-y ]

/. 84. Piiklad Spottéte [[y dzdy, kde Q je uréena vztahy 2° —~y +2=0,z+y—4=0.
/ Q

ReSeni  Integra&ni obor (2 je ohrani¢en pfimkou a parabolou. Viz Obréazek 14. Popigme obor (2 jako
oblast typu (x,y). Krajni meze z-ové soufadnice oblasti ziskdme jako x-ové soufadnice priiseciki pfimky
a paraboly. Redime 22 +2=4—z. Odtud 2?2 +z—2=0az; = -2,22 = 1. Plati @ = {[z,y}; -2 <z <
<lLz?+2<y<4-z}.

Obrézek 14: Q:z22 —y+2=0,z+y—4=0

1

J;({ y dzxdy = _Jl; (f:z_:z Y dy) dr = _j; [%yg]

4—x 1
— T l((4_ )2 — (2 2 _ 81
x=+2dx —_f2 1(4-2)? - (22 +2)?)dz = &

85. Priklad Spottéte [f zy dzdy, kde {2 je uréena vztahy zy = 1,2z + 2y — 5= 0.
ol

ReSeni  IntegraZni obor Q je ohranifen p¥imkou a hyperbolou. Viz Obrazek 15. Popisme obor
jako oblast typu (z,%). Krajni meze z-ové soufadnice oblasti ziskdme jako x-ové soufadnice priise-
&ikii pfimky a hyperboly. Refime z (3 ~z) = 1. Odtud 222 — 5z +2 = 0 a 73 = 3, 22 = 2. Plati
Q= {lz,yhi<r< <2i<y<i-z}.

§-= 2 §-z 2
jgzydxdy=f§( ! mydy)dx:![%xyz]l dm=%!(;c(g—x)-%)dx=%%—h12.

( /.-\ 86.PFiklad Spoététe [| eV dzdy, kde Q je uréena vztahy ¢ = 0,y = 1,y = 2,y* = z.
£ d

Reseni IntegraZni obor € je ohraniden pifmkou a parabolou. Viz Obrazek 16. Popisme obor
jako oblast typu (y, z). Plati Q = {[z,y];1 <y < 2,0 <y <y?}.

RNDr. Jifi Klaska, Dr. UM FSI v Brng, 7. 3. 2006
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Obrazek 15: Q:zy=1,2x+2y—-5=0

— by W
T g ———
=)

Obrazek 16: Q:zx=0,y=Ly=2y’ =2

2

2 (v | 2. 2 2
[fevdzdy = [ (feFdz) dy = f[ye?}z dy = [(ye¥ —y)dy = |ye¥ —e¥ — %yﬂ]l =e? -3
Q 0 1 i

1

(o) 4\ 87. P¥iklad Spoététe [ ?% dzdy, kde €2 je uréena vztahy 1 <z <y < 3.
et { {d, o

s Reseni Integraéni obor {2 je ohranifen tfemi pfimkami. Viz Obrazek 17. PopiSme obor {2 jako
T >). oblast obou typt. Pro typ (z,y) plati Q = {[z,y];1 < ¢ <3,z <y < 3} a pro typ (y,z) plati 2 =

= {[z,y];1 <y <3,1 <z <y}. Vypodet provedeme pro oba typy.
Y n
3 .

A T -

Obrazek 17: N:1<z<y<3

x 2 az 2 :c3d 2 x m23 2

ngIdy=‘!(szdy)dx:ir[_;]zm—!(l_ﬁ)dx_[x_F1=§

3 v 3 2 v 3 3
fn;gdzdyzlf({;’%dx)dy:lf[ﬁg]ldyz%lf(l—;lg)dy=%['y+i]l=§

2
88. Priklad Spoctéte [[ ;—2 dzdy, kde  je uréena vztahy z = 2,y = z,zy = 1.
Q

ReSeni Integraéni obor §? je ohranien dvéma pfimkami a hyperbolou. Viz Obrazek 18. Popi¥me
obor §2 jako oblast typu (z,y). Plati @ = {[z,y];1 <z < 2,1 <y <z}.
2 2 = 22 2 2% 2 2
fr{igdzdy:{({?dy)dz= lf[—”?]%d;rzlf(wii—w)d.r = [i:c“—-%xz]l =32

RNDr. Jifi Klagka, Dr. UM FSI v Brng, 7. 3. 2006
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Obrazek 18: Q:z=2,y=x,zy=1

89. Pfiklad Spoctéte [ dzdy, kde € je uréena vztahy z +y = 4,z +y = 12,9% = 2z.
Q

ReSeni  Integradni obor  je ohraniden dvéma pfimkami a parabolou. Viz Obrézek 19. Je zfejmé, Ze

obor  je nutné rozdélit na dvé &asti (24 a (s tak, Ze £ = ;U2 Oblasti (2, {22 popiSeme jako oblasti typu
(z,y). Plati @ = {[z,y;0 <2 <84-z<y<V2r}al = {[z,y;8<2<18,~V2r <y<12-z}

-6

Obrazek 19: Q:zx+y=4,z+y=12,y? =2z

8 (3x 12—z 8
ffdmdy=ffdmdy+ffdxdy=f(fdy)d;c—‘r-]f]( S dy)dx:f(x/Q_x+x—4)dx+?(\/2_—
2 st S, 2 \4-z 8 \_v3s 2 8

—_ T4 122 _
—z+12)dz = Lt + 122 = 62.

90. Piiklad Spottéte [ siny? dzdy, kde Q je uréena body A = [0,0], B = [9,3],C = [1,3].
!

Reseni Integra¢ni obor §) je ohranien pfimkami. Viz Obrazek 20. Obor 2 popiSeme jako oblast

typu (y,z). Plati Q = {[z,9};0 <y <3, %y < z < 3y}. Volba typu (z,y) vede k rozdéleni oblasti na dvé
Easti a navic k integélu [ siny? dy. Tento integral nelze vyFesit nad mnoZinou elementérnich funkei.

Il

Obrazek 20: Q:A=1[0,0,B=[9,3],C =[1,3]

4 t=y? _
4 -

0—-0,3—-9

Oy 2

2y cos y2dy = ‘

I
Ot
——
B
o
=]

w

o
[
e
-
o
L~
I

3 3y
J;{ cosy?dady = 6[ ( { cos dew) dy
3

9
% cos tdt = %[sint]o = %s'mg.

Lt

RNDr. Jifi Klagka, Dr. UM FSI v Brng, 7. 3. 2006



(2a)

oo x
oo W
\gd-t At dw
ED Y
'Si’?dl” .;1




S

1.2 Transformace dvojného integralu

15

19. [[ |y —2?* dedy, D:y=+/z, y=2a"proz >0 131
D

20. [[ |y—a?dzdy, D:y=+v2—2z, y=0proz >0 [512430_238}
D

1.2 Transformace dvojného integralu
Piiklad 1: Vypodtéte integral [f e~**~¥* dzdy, kde mnoZina
D
D={[z,y] € E3; 2 +9°<1,2<0, y<0}.
Reseni: Funkce f(z,y) = e~2"~¥" je na oblasti D spojité a ohranifena. Dvojny in-
tegral existuje. MnoZina D je vyse¢ kruhu se stfedem v pocatku soufadného systému

- viz Obrézek 1.7. Vypodet provedeme transformaci dvojného integralu do polarnich
soufadnic:

yz+x2=l

Obrézek 1.7: D ={ [z,y] € Eg; 2>+ <1, <0, y <0}

T = pCos D*: 0<p<1
y = psing T<p<im
|7l =e

Potom

1
ff eV dody = //e'gzedgdcp:/ /98_926390 ':fg=/¢r_:'e"-’2 l¢]2™ dp
D D 0 0




1.4 Dvojny integrdl na méritelné mnoziné 21

0 T ' £
Pfimym vypoctem zjistime, Ze

cost —rsint

) =rcos’t+rsin’t =r.
sint rcost

J(r,t) =

Poznamka 1.35. Tuto substituci lze zpravidla s ispéchem aplikovat v piipadech,
Ze hranice mnoZiny M, pfes kterou integrujeme, obsahuje ¢asti kruznic. Vhodnost
této substituce vSak také zavisi na integrované funkci.

Piiklad 1.36. Vypodtéte integrdl I = [[ zdz dy, kde @
M

M={(:c,y)ER2: zZ20Ay20 A 1§$2+y2§4}.

Reseni. Mnozina M je &tvrtina mezikruZ{ se sttedem v po&atku a s poloméry 1 a 2.

Bude proto vhodné zavést polarni souradnice
x=rcost, y=rsint (J(r,t)=T1).

Pokusime se tedy mnoZinu M popsat v téchto novych soufadnicich. Vzhledem ke
geometrickému vyznamu proménné ¢ snadno dostaneme prvni omezeni 0 < t £
< 5. Nyni si pfedstavme, Ze thel ¢ je zafixovan a zkoumejme, jak se miize ménit r
(vzddlenost od poféatku). Z obrazku vidime, Ze 1 £ r £ 2. Proto plati

M ={(rcost,rsint) € R*: 0S¢ < 2 A 1§r§2}. (1.2)
PoloZzme
Qe = (0,400) % (=, )
a T
Mﬂz{(r,t)ER2: 0§t§§ A 1§r§2}.



22 Dvojny integrél

(9. \

\\\x ,’

ol

b3l

Véta 1.30 (s vyuZitim pozndmky 1.33) dava

m

3/ 2 7/ 2
I=/ /rcost- |J(r,t)| dr dt:/ /r2costdr dt =
0 \1 0 \1

f 2 f r3? [ =z 7
= rédr | - fcostdt = [m] -[sint]g = -.
J 3], © 3

A

Poznamka 1.37. Pokud bychom omezeni (1.2) nedokéazali sestavit na zdkladé ob-
rdzku, museli bychom ho ziskat vypoétem — a to tak, Ze transformacni vztahy

x=rcost, y=rsint

dosadime do nerovnosti, jimiZz je mnozZina M zadana. Pfitom pfihlédneme k tomu,
Zer20ate (—mm).

V nasem pfipadé bychom dostali

rcost =20, rsint=20 a 1Zr?cos’t+rPsin®t 4.

2

Z posledni podminky (a r 2 0) ziskdme 1 < r £ 2 a z prvnich dvou poté dostaneme
cost = 0 a sint 2 0, odkud (vzhledem k t € (—m, 7)) plyne, Ze t leZ v prvnim
kvadrantu, tj. 0 £ ¢ < Z.

@ Piiklad 1.38. Vypoctéte integrdl I = [[ W dz dy, kde
M

M= {(m,y)em% <y<o A xgm2+y2§3x}\{(o,0)}-

V3

Resent.
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kiivkou stadi pocitat obsah pouze té ¢asti M, kterd leZi v prvnim kvadrantu a
v¥sledek nésobit &tyfmi. Pro vypodet integralu pouZijeme substituci do polarnich
soufadnic. Dosazenim (4) do nerovnice uréujici M dostaneme
0<(2®+1%)° <a® -,
0 < < r%(cos® ¢ — sin? ¢),

(7) 0 < r < y/cos? ¢ — sin® ¢ = y/cos 2¢.

Z podminky (7) dostavame 0 < r < /cos2¢ a déle

) 3T 5
(8) 0826 >0, . ¢€ (7,7 U(T, D).

Podle pfedpokladu poditaAme obsah pouze té ¢asti M, pro kterou jex > 0ay > 0,
tj.
cosp>0Asing>0=¢€ (O,%).

Spolu s (8) tedy dostavame ¢ € (0, §). Potom

w/4 [ /cos2¢ /4
p(M)z/dArw-élf / rdr d¢=2fcos2¢d¢5=1.
M 0 0 0

Priklad 1.27. Vypoditejme dvojny integrdl

/ (2% + y*) dA,

M
ke M = {(v,y) eR*: 5 + £ <1},

Redeni: Protoze v tomto p¥ipadé je mnoZina M ohranifend elipsou (Obr. 11),
bude vyhodné pouZit substituci pomoci zobecnénych polérnich soufadnic

(9) T =arcos¢, y=~brsing aJ=abr,
V zobrazeni (9) (uvaZovaném na mno#in& (0,+o00) x (0,27)) méa elipsa
z%/a® + y*/b® = 1 rovnici r = 1.
Pfi vypodtu integralu opét stadi, budeme-li integrovat pouze pfes ¢ast M, ktera
lezi v prvnim kvadrantu. PouZitim substituce (9), kde a = 3, b = 2, tj.
z=23rcos¢, y=2rsing aJ=>6r
a dosazenim do M (za podminky z > 0, y > 0) dostaneme

0<r<l, ogqbsg.



D
J

=
1

Obr. 11
Odtud
w/2 1
p(M) = / (z®+y?) dA = 4/ (9r? cos® ¢ + 4r?sin® ¢) 6rdr | d¢ =

M o \o

w2

2 .2 39
= 6 [ (9cos® ¢+ 4sin’¢) dqﬁ:?w .

0

Piiklad 1.28. Vypoditejme obsah &dsti kuZelové plochy z = /2% + 42, kterou z ni
vytne parabolicky vdlec z* = 2z (Obr. 12).

Regeni: Vime, %e pro obsah S plochy P, kterd je &asti grafu funkee z = f(z,¥),
(z,y) € M plati

a0 - J\/H (24 (%) aa

V naSem piipadé je plocha &4sti grafu funkce f(z,y) = /2% + y2. Hranici mno-
#iny M najdeme jako (pravoihly) pramét priniku ploch z = \/z2 + y? a 2% = 2z
do roviny z = 0

V2 = m, tj, 2’ +y’ =2z, z=0.
Je tedy
M={(z,y) eR*: (z -1)*+y* < 1}.
Mno#ina M je tedy kruh se stfedem v bodé (1,0) a polomérem 1. Déle je
of(x,y) _ = of(z,y) _ vy

Oz Vzi+y? dy o+ y?




TI1.4. Substituéni metoda pro dvojny integral

P#klad 300. Rozhodnéte, zda integrél f f a.rctg dz dy, kde D = {|z, y) € Ey:
2?2+ y’ <1, y > 0} existuje av kladném piipadé jej spotitejte.

Redent :
: Funkee f(z,y)= a.rctg; je nespojité. na ose y

(tj. z = 0). Nicméné, mnozina D je méfitelnd a
funkce f je na D omezend, nebot

Ia.rctg—I <I pro véechny body [z,v] € E,.
Proto dany mt.egrél e:nsttue Vime, Ze

[ / f(z,y)dzdy = / / a:(u v), y(u,v))lJldud’o

Zde pouzijeme transformaci do polérnfch soufadnic.

T =TCo8y 0<r<? - 1
ff arctgy-'dxdy= y=rsing | 0<e<m - '—-—"/ (f lp--_?'.d’r) dp =
z T Jo Moo T

J=r

[ew [re-lBGL-E

o Vypotitejte integrély :

Pﬂklad&ﬁl.f VE+ Pdzdy, D={[z,y] € By: 2> +3* — bz < 0}, b> 0
JJID

Resen{ : o o ) . -

beos | .112 r3qbcosy 1 /2 | o
r-rdr =f — dp= = b cos® pdyp =
-/srfz (-/; T )d’P ' —1/2'[3]0 $= 3 -n/2 pe
=/2 2

2 4
—-_3 3 =-3-.——- =—3_
—Sb A cos” pdyp _35 -3.1_1 .gb_.

 Pidklad 302. /fln(1+x +y’)dxdy, D:2?+y*<a®, <0

Heiem'
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Ted integrujeme danou funkci.

1 VT
[[2emas= [ [ e tya
Q 0

Maéame drobny problém, integral / e*'V dy je dost drsny, jeden z téch, které nejdou vyjadfit

pomoci elementarnich funkci. Nast&sti mame alternativu, zkusime vodorovné fezy a doufame,
%e vyjdou lepdi integraly. Pro dané y se hodnoty z na odpovidajicim fezu méni mezi z = y? a
z =y (p&kné vzorce, moZn4 jsme tak mé&li délat i ten obsah). Dostavame

1y
//2.«3“9 dA:/f:Zez/y dz dy.
Q 0 y2

Toto je mnohem snaZsi, potfebujeme najit / ¢®/* dz, co? je standardni integral, ktery se nejlépe

deéla substituci. Nakonec také budeme potfebovat integraci per partes.

w=2=2

v
1y dw = 1d:1: 11
//2erfydA:f/26‘“/ydmdy= dm_ydw f/?e ydw dy
0 0 2 c=yr—w=1 0y

z
1 -1 1 1 1
:/[2ye"”] dy:/2ey—2yeydy:e/2ydy—f2yeydy
w=y
0 0 0 0

0

1
- z/y — Be —
A(Q)/f2e dA = 6e — 12,
0

6. Nejprve potfebujeme zjistit, pfes jakou oblast  integrujeme. Vnitini proménnou je y, ktera
nas pohybuje nahoru a doldi, takZe jdeme po svislych fezech. Pozice téchto fezii jsou dany
hodnotami z, takZe ten nejvice vlevo je na pfimce z = 2 a ten nejvice vpravo na pfimce z = 3.
Z limit vnit¥niho integralu vidime, %e pro dané x jde odpovidajici svisly fez od kfivky y = 2 po
kiivku y = 8 — 2z, takZe Q je oblast mezi t&mito dvéma kiivkami. Nakreslime obrazek.

Priumér je tedy

N /
: : \ 3=y
] x=2 J 2
Y 1 N
24 21
0 0 2 3 %

Zména pofadi integrace znamené pfepnout na ten druhy smér fezl (viz obrazek vpravo). Vodor-

4
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ovné fezy jsou dany volbou néjakého y mezi 2 a 4 (to bude vnéjsi integral), pro takové y se
proménna z pohybuje mezi z =2 az = %(8 —y) (to dostaneme vyfeSenim vztahu y = 8 — 2z
pro z). Dostavame integral

4 (8-y)/2

[ | rewia

2

7. Zatneme uréenim oblasti integrace Q. Vnit¥ni proménna je x udavajici pohyb doprava a
doleva, co? znamena, %e jdeme po vodorovnych Fezech, nejniZsi je na pfimce y = 0 a nejvyssi u
y = 1. Rezy sahaji od kfivky z = 0 po kfivku z = e¥, co? je y = In(z). Ted jsme pfipraveni to
nakreslit.

Pro zménu pofadi integrace pfejdeme na svislé fezy, ale obrazek jasné ukazuje, Ze pak méame
dva typy Fezi, jinymi slovy, dostaneme dva integraly: Pro z mezi 0 a 1 jdou svislé fezy od y = 0
po y =1, pro z mezi 1 a e jdou svislé fezy od y = In(z) po y = 1. Dostavame

e

jjf(:n,y)dyd:r—l—/ | f(z,y)dydz.
0 0

1 In(x)

8. Nejprve uréime oblast integrace (. Vnitfni integral s pracovni proménnou y ukazuje na
svislé Fezy, kazdy Fez se rozklada mezi k¥ivkami y = 0 a y = z. Rezy bereme pro vechna z > 0,
obrézek je ted jasny.

Yy

Zména pofadi integrace odpovida pfechodu k t&m druhym Feztiim, tedy k vodorovnym (viz
obrazek napravo). Abychom pokryli celou 2, musime uvaZovat vodorovné fezy aZ do nekonecna,
jejich pozice jsou tedy ddny pomoci y z mnoziny (0,00). Pro zvolené y pak odpovidajici fez
nechava z probihat mezi kfivkou z = y a nekonetnem. A uZ je tu integral.

]pjof(:r,y) dz dy.
0 ¥

9. ProtoZe je dana oblast obdélnik,



2. Spottéte za pomoci substituce
(a) Spottéte obsah kruhu o poloméru r > 0.
(b) / eV’ d\ kde M = {[z,y] € R%,z < 0;y < 0;22 + 3% < 1}
M
(c) f zd), kde M = {[z,y] e R?,z,y > 0,1 < 22 + 32 < 4}
M
(d) ]fv{(aﬂ2 + 32) d\, kde M = {[z,y] € R?, % + 3{1—2 <1}
(e) / arctan g-d)\, kde M = {[z,y] € R?, 2% + y?> < 1,y > 0}
M
In(z? + 2
O [ D an ke M= (o] € R 1< a4 42y 2 0)
(&) /Msr,im/p.:2 T2 A\, kde M = {[z,] € R%, 72 < o2 + 32 < 4n%)

3. Zmeénte pofadi integrace

(a) f/:_zxf(x,y)dydx(b) /;/:yf(m,y)dzrdy (c) /Om/:f(w,y)dydw

4. Urgete, zda jsou integraly ve spravném pofadi éi nikoli

e 3 pr2 3 2 pe
(a) /1. / / / xyz? dzdydz m// / / zyz?dzdzdy
-4J1 Jo v 1 Jo J—4
2 p3 e
..r'xii. ] / / Ty’ dzdydz
0 J1 J-4
(b) ffgf"z/y”‘” dzdyd T sydzdzd
Y —cosydz x / / / ~cosydzdzdy
v 0 Jx i z Y '{{l z y 0o 2 Y
3 py+2 pa? z y+2 pz? 3 T
/i — dydzd iv. -
x i /0 fy /z ~ cosydydzdz Q(r /y /E /0 zcosydxdydz

1 pm r3cosa 0 T p3cosa rl
(¢)./ 1. / / / Vzr’sinadrdadz iii._,/f / / Vzr?sinadzdrda
’ 0 J-mrJeosa vV J—mJeosa 0
m 1 p3cosa 1 p3cosa pw
/1. / / / Vzr?sinadrdzde iv. / / f Vzr?sin ada drdz
Y - JO Jeosa X 0 Jeosa -

Matematika B3, 2017/18, Kristyna Kuncova 2
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Uvedeme vypodet druhého integralu (prvni je zfejmy)

sin%costdt:f widw=|—| =z-2(3v3-1),

k4 1 3 1 3 8

& 2 F]

uzili jsme substituci w :=sint, a tedy dw=costdt, %~ % a Fo lg

Priklad 8.15:
= ) Vypotitejte dvojny integral

Se,
ff %y dzdy |
o

C
kde oblast  je nakreslena na vedlej§im obrazku.

FeSeni:
Zjistime vzor oblasti 2 pfi pfevodu do poldrnich soufad-
nic 71 () = (1,v2) x (¥, %) a uZijeme (x)

V2 ¥ 1
ﬁxydxdy ff (5. r sintcos%drdt:f r“dr-/ sintcosztdtzﬁa(15+2x/§).
1 1 z
\, " [

»a T

R
=4Hav2-1) = 1(2v3+1)

Uvedeme vypodet druhého integralu (prvni je zfejmy)

2 -3 2 37%
f sintcos%dt:/ =E——wzdw:/ w? dw = | 2 =l(2\/§_2+1) )
§ 7 -4 3 24

uZili jsme substituci w := cost, a tedy dw = —sintdt,

T Piiklad 8.16:

)
e

.

I Vypoéitejte dvojny integral Y
L
—— dad . Y
[ ) -
F 4 -
t L - =~ . v
kde oblast Q je nakreslena na vedlej§im obrazku. f’ J \
I , “' -\ \
FeSeni: I H L7 .
Zjistime vzor oblasti {2 pfi pfevodu do polarnich soufad- 0 1 2z

nic 1 (Q) = (1,2) x (¥, §) a uZijeme (*)

1 21 ] sint dt
- - — dr - —_— =
f/ ay dody = //1 2)x(F,3) sintcosztdrdt /1. 7z (1—c052t)coszt
[ — N
=3 7’- 1n(2+ﬂ ]n(1+\/-)
1

=% \/_+ m(\/'+2) -1).

Uvedeme vypodet druhého integralu (prvni je zfejmy)

f% sin ¢ dt dt_/’? dw _1/”4—a 2, 1 1\
5 (1—cos?t)cos?t B R 1-wdu? 2 2z \w? w+l w-1 -
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(volime kladné u, v), proto vzor mnoziny (2 pfi uvedené transformaci bude obdélnik @~ () = (1,3) x (3, 1).
Nyni uZ staéi dosadit a vypoditat

//ﬁdxd /13}><<;1)v\}_.-2£idudv“
P [/(wmff;ﬁf 2 ] o j"_ [Vl Val} =8 (v-1) (1- ) =4vaE-1va-1).

V dalsich pfikladech budeme uZivat vétu o substituci pro polarni soufadnice

®: xz=rcost

y = rsint
Protoze i
|det D®| = det( cost Smt)’=|rcos2t+rsin2t =r,
—rsint rcost
dostaneme
// f(x,y)dxdy:// Sf(rcost,rsint) - rdudv . (%)
0 &-1()
Pr¥iklad 8.6:
Vypotitejte dvojny integral y
y JPUrE =
? dzd .
/n T ¥ !1’ PP
kde oblast {2 je nakreslena na vedlej§im obrazku. ,’f /"
’
FeSeni: ! ! ,
Zjistime vzor oblasti ) pfi pfevodu do polarnich soufad- P /
nic 71 (Q) = (_\/E,?) x (0,%) a uzijeme (+) 0
Y sint % sint
=dxdy = T drdt = rd —dt—ln2
0T (v2,.2)x{0,3) cost
—ln?
Uvedeme vypoéty jednotlivych integrali
2 212
f rdr = [r_] =2-1=1,
vz 2l
% gint g L
f i‘“—dt:f == [ Z=(mfuw))} =2,
0 cost 1 w % w
uzili jsme substituci w := cost, a tedy dw = —sintdt, 0~1 a J~ 3.

Pfiklad 8.7:
Vypoéitejte dvojny integral

ff %y dzdy |
93

kde oblast (2 je nakreslena na vedlej§im obrazku.

FeSeni:
Zjistime vzor oblasti  pfi pfevodu do polarnich soufad-
nic 71 () = (1,2) x (5, %) a uiijeme (*)

2 2n
// zzydxdy-":/f rd sintcosztd.’rdt:/ r“d’r-/s sintoosztdt.—_g_l(%/i—i-l) .
0 (1,2)x(%, T") 1 3 120
L —

—_— N, —
=% =4 (2v2+1)
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P#iklad 8.10:
Vypoéitejte dvojny integral

ff%dxdy, el
ﬂ s

kde oblast §2 je nakreslena na vedlej§im obrazku. /! .

FeSeni: b
Zjistime vzor oblasti Q pfi pfevodu do polarnich soufad-
nic 1 (Q) = (V2,3) x (£, %) a uZijeme (*)

, ; -
f]id:rdwff antdrdt=/ ldr-/ int = 235 ayvE-1).
o o* (VE3)x(§.5) 05 b vi o Jg sttt T3
v —— e
=3—\/§ =§§(\/§__1)

Uvedeme vipodet druhého integralu (prvni je zfejmy)

* ﬁ
T gint Jg z 2
= (TR [T o2 2 (VB
% cos2t ,:1? '102 w% \/_ \/_
uzili jsme substituci w := cost, a tedy dw = —sintdt, F~ % a I~ 3.

P#iklad 8.11:
Vypoéitejte dvojny integral

// x? + 2y? drdy

kde oblast §2 je nakreslena na vedlejiim obrazku.

p—

reSeni:
Zjistime vzor oblasti () pfi pfevodu do polarnich soufad-
nic &1 () = (1,5) x (0, %) a uzijeme (%)

k] t
f f — L dudy = f f reost rdrdt = f 1dr- f L
q 22+ 2y (1,5)% (0,3 ) r2cos? t + 2r2sin’ ¢ 1+sin’t t

Uvedeme vypodet druhého integralu (prvni je zfejmy)

¥ cost 1 1 T
—_—dt = dw = [arctgw]} = =,
fﬂ 1+ sin2t /0 Traz dv =larctgulo =7

uzili jsme substituci w :=sint, a tedy dw=costdt, 0~0a F~1

Pfiklad 8.12:
Vypoéitejte dvojny integral

||
=

/ zydzdy ,
[9]

kde oblast €} je nakreslena na vedlejSim obrazku.

FeSeni:
Zjistime vzor oblasti  pfi pfevodu do polarnich soufad-
nic &1 (2) = (1,3) x (¥, %) a uZijeme (*)

3 iz
/f zydzdy = /f r3sint cost drdt = f 3 dr -]3 Sintcostdtzﬁ.
(1L.3)x(F.% 1 z 2

[ —

=132 1
_[%]1_20 ~8
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8. Dvojny a trojny integral

Pii vypottech vicendsobnych integralii budeme uzivat zejména Fubiniovu vétu (viz [1], [2], [3], [7]).

Piiklad 8.1:
Vypodéitejte dvojny integral
/ / (:c + 1 ) dzdy
0 VY ’
kde oblast @ = {[z,y]; <2, 1<y<e’}.
FeSeni:
Nakreslime si oblast ) a uZijeme Fubiniovu vétu.

x

ffg(“"\}fﬁ)def (fl (374‘%)6@) dy =

=[zy+2\/y_]::::tzn:e"+2 T —x—2

2

2
= / (ze® +2e% —x—2) dz = [(:.c —1)e” +4ef — %ﬁ - 22:] = e?+4e—9.
0 0

P#iklad 8.2:
Vypoéitejte dvojny integral

// zy? dody |
)

kde oblast Q@ = {[z,y); 0 <z <2, —z <y <z?}.
Fedeni:
Nakreslime si oblast {2 a uZijeme Fubiniovu vétu.

2 z?
ffmyzdmdy=f (/ a:yzdy) dx =
2 0 —x
L

- [I.g]::j}ﬁx(zuxa)

1 /2 128 2%)°
=§/ (z7+$4)dz=§[%-+%] 2%212,8.
0

5
0
Poznamenejme, Ze Fubiniovu vétu by bylo mo#né pouZit i v opainém pofadi
integrace (pfiem? oblast Q rozdélime na dv& ¢asti)

[fyvaio= [ ([ sc) e [ ([ sc) =

Pfiklad 8.3:
Vypoditejte dvojny integral
1
/ / —dxdy ,
nT
kde oblast @ = {[z,y]; 22 —4z+5 <y < 6z — 3 —2?%}.
Fefeni:

Nakreslime si oblast . Potfebujeme zjistit prise¢iky funkei y =22 —4z+5 a
y = 6z — 3 — 22, coz vede na rovnici

2?2 -4z +5=06z -3 —z° 22 —-5z+4=0 skofeny lad.

K vypoétu pouzijeme opét Fubiniovu vétu

1 4 —z?+6z—3 1
/f—dxdy:f f —dy | dz =
[y g 1 z2—ax45 T

4
=f (—2x+ 10—%) dz = [-2* + 10z — 8Inz]; = 15— 161n2 .
1
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