8. cviceni — 2D integrél
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz
Teorie

Véta 1 (Fubiniova). Necht n,m € N, E C R™" je lebegueovsky méfitelnd mnoZina a
f: E — R je lebegueovsky méfitelna funkce. Predpokladejme, Ze integral

/ [, y)dAm
FE

mé smysl. Pak v8echny integraly nize maji smysl a plati

[raem— [ ([ separw)wo=[ ([ fepoe)om,

Véta 2 (o substituci). Necht G C R™ je oteviend mnoZina a ¢ : G — R™ je prosté requldarni
zobrazeni. Necht u je funkce na M C o(G). Potom

/umwz/ u(p ()T (1)) dt,
M e~ (M)

pokud alespon jedna strana md smysl.
Algoritmus

1. Nakreslime mnozinu.
2. Urc¢ime meze, pripadné aplikujeme polarni souradnice.

3. Nezapomeneme na Jakobian a spocteme.
Hint

t 1 t 1
/sithdt: §—§sintcost /cos2tdt: §+§sintcost /tsintdt:sint—tcost

Piiklady

Zdroje priklada a reSeni:
http://mat.fsv.cvut.cz/Sibrava/Vyuka/vic_int.pdf
https://math.fme.vutbr.cz/download.aspx?id_file=602492416
https://fix.prf.jcu.cz/ “eisner/lock/UMB-566-materialy/matematika-sbirka-II
I-Krivkovy_integral.pdf
https://homel.vsb.cz/ boul0/archiv/ip2.pdf
https://is.muni.cz/el/1433/jaro2009/MB102/7448541/skripta4.pdf
https://math.fel.cvut.cz/en/people/habala/teaching/veci-ma2/ma2r4.pdf
http://www.matematika-lucerna.cz/matalyza/resene-matika3.pdf
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1. Vypocitejte dvojny integral pfes mnozinu M
(a) /stiny dA, kde M = [1,2] x [0, ]
(b) / ¥ d\, kde M = [0,1] x [1, 2]
M
y d\, kde M je uréena vztahy 22 —y+2=0ax+y —4 = 0.

© [
M
(d) / % d\, kde M je uréena vztahy 1 <z <y < 3.
MY

(e) / ¢®/Y d\, kde M je uréena vztahy z =0,y =1,y =2ay? =z
M

(f)/:zy2dAMjeuréenavztahny—i—yQ—l§Oax+y—120.
M

(g) / 1 d\, kde M je uréena vztahy x +y =4, v +y = 12 a y? = 2z.
M

2. Spoctéte za pomoci substituce
(a) Spoctéte obsah kruhu o poloméru r > 0.

(b) / e~V )\, kde M = {[z,y] e R%, 2 < 0;y < 0;22 + 942 < 1}
M

(c) / x d\ kde M = {[z,y] € R%, 2,y > 0,1 < 22 +¢% < 4}
M

2

(d) /M(a:2 +?) dA, kde M = {[z,y] € R, & + ¥ <1}
(e) / arctan 2 d), kde M = {[z,y] € R?, 22 + 4> < 1,y > 0}
M x

l 2 2
@ [ P ke M = (] RS2+ iy 2 0)

(g) siny/22 +y2 d\, kde M = {[z,y] € R%, 7% < 22 + y? < 472}
M

3. Zménte poradi integrace

W [ [ e o [ et © [ s
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4. Urcete, zda jsou integraly ve spravném potadi ¢i nikoli

e 3 2
(a) 1. / / / :Byz2 dzdydx
—4J1 Jo
2 3 e
ii. / / / ryz? dz dy dz
o J1 J-4

3 px? y+2
b) i / / /
(b) A -
3 ry+2 a:2x
i / / /
0 Jy z <

(c) i /0;/77;
i /_W/O

z cosydzdydz

—cosydydzdx

3cosa

cos &

Vzr?sinadrdadz

3cosa

COoS &

Vzr?sinadrdz da

3 2 e
iii. / / / zyz? dzdz dy
1 Jo J-a

iii.

v.

— -

i

v.

i.

/7r /3 cos &
—7 Jcosa
1 3cos

5. Zapiste nésledujici mnoziny polarnimi soufadnicemi
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6. Sestavte (nepocitejte) integraly z funkce f(z,y) = sin x coszy® pies mnoziny

)

b) M:{[xay]70§x§2,—x§y§x2}
) M = {[z,y;2® — 4z +5 <y < 6z — 3 — 27}
)

.
y=4dzx
==
g
Y=z
0 p
Y=z

Figure 1: https://mathjokesdmathyfolks.wordpress.com/2012/10/31/scary-math-facts-for-halloween/
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