7. cviceni — Konvergence Lebesgueova integralu
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Piiklady

1. VySetfete absolutni konvergenci integrala («,a, b, p,q € R):

(a) /01 tjrg dz

Reseni: Funkce je spojita na (0,1], u 0 limitné srovname s g(z) = 3 = ﬁ
Mame
tanz
Jim. Vil — 1€ (0,00).
Va3

Protoze integral folﬁ konverguje, tak z LSK konverguje i zadany integral.

. e

hm . = —

r—14+ —_— 2
r—1

Protoze ff —L = 0o (Ize pfimo upoéitat), z LSK plyne i divergence ff f(z).

oo

(c) / a3t Ve 4y
0

Reseni: Provedeme substituci y = /z, dy = ﬁ dzx:

/ 23 eVE qy = 2/ y_l/Qe_y dy
1 1

Na intervalu (0, 00) je funkce spojita a nezaporna. Roztrhneme na integraly fol +

S

. . . _ 1
U 0: srovname s funkei g(y) = 7
a7 1
Yy
lim <% = Jim — =1 ¢ (0,00)
y—0+ 7 y—0+ e¥

1
Vyer:

Protoze folﬁ dy konverguje (lze spocitat), konverguje z LSK i fol
U oo: Pouzijeme SK, pro y > 1 mame

1 1

<

\/gey — ey ’

Protoze [;“e™¥dy konverguje, tak ze SK konverguje i [;°

1

Zavér: puvodni integral Konverguje.
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1 1
_ .2
/ T lnxd:c:/ e~ T qg.
0 0

Funkce je spojita na (0, 1] a plati
lim e ™7 = .
z—0+
Funkei lze tedy spojité rozsifit na (omezeny) interval [0, 1] a tedy integral konver-

guje.
(e) /°° arctan px d
0

N
Regeni:
e p =0, pak f =0 a integral konverguje.
e p>0, pak u 0 LSK s g(z) = £.

xn
arctan pr
. n
lim ——— =1,
z—0+ yoa
x'n

tedy folf(x) konverguje < folp:nl_” konverguje & 1 —n > -1 < 2 > n.
U oo LSK s g(z) = &

zn
arctan px
. n
lim "Ef =1.
T—00 2
xn

Tedy [;°f(z) konverguje < [“z~™ konverguje < n < 1.
Dohromady fooof(x) konverguje pro p =0 a n € N. Jinak diverguje.

™ In(sin x)
f ———dx
0 /o zv/sinz
Reseni: Funkce je spojita na (0, 7). Problematické body: 0 a .

_ |ing|

U 0: srovname s g(x) NER

In(sin z)
lim TvVsinz |

z—0+ |Inz|

Va3

Protoze [y’ |Inz|z73/2 = oo (z tabulky nebo odvodime), tak u 0 diverguje i nas
puvodn{ integral. U 7 tedy uz nemusime vySetfovat.
Zavér: diverguje.

Xxr —sinx
(2) /0 LT g,

xP
ResSeni: Funkce spojita na (0,00). U 0 srovname s g(z) = i—i (uhodneme z

Taylorova rozvoje funkce = — sin z).

r—sinx

. 1
a:li>%l+ 23 = 6 S (0,00)
xP
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Tedy fol 2=z 5 [,SK konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje f01:c3*p. Tedy pravé
tehdy, kdyz 3 —p > —1 & p < 4.
U oo: srovname s funkei g(z) = .

xP
r—sinx .
. —= . sin x
lim gf = lim 1-— =1-0

7 LSK tedy konverguje pravé tehdy, kdyz f100$1—p konverguje, coz je & 1—p < —1
&2 < p.
Zavér: Integral konverguje & 2 < p < 4.

™

2
(h) / sin® z cos? x dz
0
ReSeni: U 0 srovname s g(z) = aP:

. sinP xcos? x
lim —— =1,
z—0+ xP
tedy [* f(z) konverguje < [, 2P konverguje < p > —1.

U § LSK s g(z) = (§ — x)".

. sin?zcos?z
im ————— =
T 5 — (g — l‘)q ’
tedy [2 f(z) konverguje & [ (5 —x)? konverguje. Lze upoditat nebo substituovat
4 4
a vyjde, Ze integral konverguje < g > —1.
Zaver: [i2 f(z) konverguje < (p > —1Aq > —1).

oo 1
(1) / sin? = dx
1 T

Reseni: U oo: LSK s g(z) = x%

lim r —1.
T—00 —_

Protoze floox_2 konverguje, konverguje i floof(x).

sin L arctan
X
—F —dx
0 e

Reseni: Funkce je spojita na (0,00).
1

z

L xsin L .
U 0: srovname s g(x) = —= = sin

sin % arctan x
lim —=—— =1€ (0,00).
z—0+ xsin o
T

Navic fol sin% konverguje, protoZe | sin %\ < 1 a integral omezené a spojité funkce
(na [0, 1]) konverguje.
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se chova jako* sin u 0. Budeme tedy srovnavat s funkci

T
sin L arctan

Uoo: = —> 0+, tedy sin 1

l ™
g(z) = IIQ = 5. LSK:
lim —2% — =1,
T—r00 z 2
X

oo sin i arctanz
- dx.

Protoze [;°-5 konverguje, konverguje i ]
Zéavér: puvodni integral konverguje

" Sin (COISCC) dm

1 1

k
(k) 0 NG
Reseni: Ze SK:
S osw <
V| TV

Protoze fO NG konverguje, konverguje i nas integral

1.

o0 1
/ Vlog(l + e?)

0
Reseni: U 0: LSK s g()
1 1
lim YEloRFe) —— € (0,).
z—0+ 7z og
Protoze folﬁ konverguje, tak z LSK konverguje i fo
U oo: funkce 14 e* | se chova jako“ e*, tedy LSK s g(x) = m =z 3/2,
1
. vz log(l+e®) . x
lim ¥~Y——= = lim ——— =1
zlﬁnolo .r\l/:f :):Ln;o log(l + 696) xLII;o log ew(e—x + 1)
= li - = li ! =1
_xin;ox+10g(€ x_|_1) ILH;Ol_i_log(e r41) T
x
Navic integral f x~3/2 konverguje, tedy z LSK konverguje i fl
Zéver: [;° f(x) konverguje.
oo
(m) / sin <\/ z2e 41— :L‘a) dx
0
Reseni: U oo: upravime odmocniny:
Vaze+1—a2° !
A /x2a + 14z
Pro o > 0 srovname s g(z) = .
. 1 1
S Va2otlta®  Va?otl4a
I T
‘rﬂ

: 1
SIN —F————
R s li
— s i
x -1
Vaz2otl4xe

lim
Tr—r00 —_
xﬂt

1

2
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Tedy z LSK [;° f(x) konverguje prévé tehdy, kdyz a > 1.
Pro a < 0 srovname s g(z) = 1.

i sin (\/ zlo +1- $a) {sin 17 a < 0,
1m =

T—00 1 sin3, «a=0.

Z LSK tedy [;°f(z) pro a < 0 diverguje.

U 0 stac¢i uvazovat a > 1. Ale pro takové « je f(x) spojita na [0, 1], tedy integral
konverguje.

Zaver: [1° f(z) konverguje < a > 1.

2. Vysetiete absolutni konvergenci integrali (o, a,b,p,q € R):
o0 1
a ————dz D
W | e

ResSeni:

Na intervalu [1,00) srovname s funkei 1.

—

3
lim "= = lim % =1 € (0,00).
T—>00 = z—00 /3 + 1

8
W

£

=

Protoze flooé diverguje, diverguje i ffof .

11 1 2
(b) / In(l+a%) .
0 1+£L'2

Reseni: Konverguje, protoze jde o spojitou funkei na uzavieném omezeném inter-
valu.

o

(c) / % dz K
0 2 +1

Reseni: Na intervalu [0, 1] jde o spojitou funkei na omezeném a uzavieném inter-
valu, tedy konverguje.
Na [1,00) uzijeme LSK s 5.

xT

mlgl;lo sz =1 € (0,00).

2

Protoze floo x—lg konverguje, konverguje i ptivodni integral.

1
(d) / (1= 7)1 do
0
Reseni:
1
i [ZaP (1 —2)tde

Budeme srovnavat LSK s 2P~ 1 - 1:

p—1(1 — )91
lim Gl Gk i = lim(1—2)7! =1¢€(0,00)
z—0 ap—1 z—0

Tedy nas integral konverguje pravé tehdy, kdyz p — 1 > —1, tedy pro p > 0.
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ii. fll P71 —z)9 tdx
2
U jednicky srovndme LSK s 1- (1 — x)?1. Mame

li =
migl— (1 — ;L')‘I—l r—]—

Tedy nas integral u jednicky konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje integrél

p—1(1 _ p)a—1
2 (1-2) = lim 27! =1 € (0, )

f;l(l — )97, Pievedeme substituci y = 1 — z:
2

1 ;
Ja=art = [fyrtay,

2

ktery konverguje pravé pro ¢ —1 > —1, tedy pro ¢ > 0.
1
zZaver: [2 2P~1(1 — x)971 dz konverguje pravé tehdy, kdyz p,q > 0.

4P
(e) / Y dx
0 ]. =+ x4

Reseni
.ol g
i Jo 1iae do
A. ¢ >0: "1 je silngj’i nez x?" Srovnavame s funkei %, tedy
P
lim 1ixq = lim 1 = L g>0
z—0 P =0 1+ 24 %, q=0.

Tedy nas integral konverguje pravé tehdy, kdyz p > —1.

B. ¢ < 0: "z7 je silngjsi nez 1"
sz ’ D
Srovnavame s funkei 77, tedy

P q
lim T _ Tt 1 _
im —— = lim = lim ——
z—0 o xz—0 1+ x4 z—01 4+ 79

Tedy nés integral konverguje praveé tehdy, kdyz p —q > —1.

.. 0o P
11. 1 1_’_7 d$
A. g >0: "z7 je silnéjsi nez 1"

sz ., P
Srovnavame s funkei 77, tedy

p
1- 1ixq _ 1 xq _ 17 q > O
im —5— = lim =11
T—00 o z—oo 1 + 2 2 (]:O.

Tedy nas integral konverguje pravé tehdy, kdyz p — g < —1
xlp, tedy

B. ¢ < 0: "1 je silngjsi nez " Srovnavame s funkci Z-

= 1m
z—o0 1 4+ 14

Tedy nas integral konverguje pravé tehdy, kdyz p < —1.
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Zaver: [° 5 f;q dx konverguje pravé tehdy, kdyz

(>0 & p>-1 & p—q<-1)
Vig>0 & p<-1 & p—qg>-1)

Lze zapsat i jako:
(g>p+1 & p>-1)
Vig<p+1l & p<-1)

o0
() / e V¥dx
0
Reseni: Aplikujeme substituci y = /z. Pak

oo (o]
/ e Vidy = 2/ ye Y,
0 0

coz je ale konvergentni integral.

(g) /Oo(7r — 2arctan x) dz
P{eéeni:
i /l(w — 2arctanx)® dz
Founkce je na intervalu [0, 1] spojita. Konkrétné

lim (7 — 2arctanx)® = 7.
z—0+

Spojita funkce na omezeném uzavieném intervalu — integral je konvergentni.

oo
ii. / (m —2arctanz)® dx
1

U oo srovname s x~%:

— 2arctan z)”
lim (=28t o0 o6 00,

T—00 T«

Na&s integral tedy konverguje pravé pro —a < —1, tedy o > 1.
Zavér: Pavodni integral tedy konverguje pravé pro —a < —1, tedy a > 1.
+0o0 a
arccot® x
(h) / — —dx
0 X

Integrand f je nezaporna funkce, staci tedy vySetfovat absolutni konvergenci. K
tomu pouzijeme limitni srovnavaci kritérium a rozklad

T arccot® x L arccot® T2 arccot® z
— dx = ——dx + ——dx
0 0 1

xb b g

Ma-li totiz (absolutné) konvergovat integral vlevo, pak také konverguji (absolutné)
oba integraly vpravo (integrujeme pies mensi mnozinu). Naopak, pokud (abso-
lutné) konverguji integraly vpravo, pak také konverguje (absolutné) integral vlevo
(existenci integrali je zaruCena existence primitivni funkce na celém intervalu i
kone¢nost integralu).
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VySetifujme nyni (absolutni) konvergenci integralu

L arccot®
v dx
0 xr

a . ce, 4 P 2, ~
Funkce % je spojité a nezaporna na (0, 1], a protoze
arccot® x
e :
lim —%— = lim arccot”z = (7/2)"
z—0+ = z—0+
x

je (absolutni) konvergence vySetfovaného integralu ekvivalentni (absolutni) konver-

genci integralu
|
0 xr

Pfimym vypodctem se presvédéime, Ze tento integral konverguje pro b < 1.

Vysetfujme nyni (absolutni) konvergenci integralu

* arccot® x
b dx
1 X

a . ooy, 4 P , ~
arccot’r o spojita a nezdporna na [1,+00), a protoze

Funkce ;
T

lim xarccotz =1,

T—>+00
plati takeé, ze
arccot?® x
. b .
lim —%— = lim 2%arccot”z =1,
T—r+00 r—0+
xa«HJ

a tudiz je (absolutni) konvergence vySetfovaného integralu ekvivalentni (absolutni)

konvergenci integralu
too 1
dx
/1 xatb

Pfimym vypoctem se presvédcéime, Ze tento integral konverguje pro a +6 > 1 a
diverguje jinak.

Zaveér: Integral konverguje (absolutné), pokud 1 > b > 1 — a. Jinak diverguje.

o0 T
(1) / arctan — In® x dx
1 T + 1
Reseni:
Integrand je nezaporny, staci vySetfovat absolutni konvergenci.
Na pravém okoli jednicky je

1
arctan%ﬂwi, nz=In(1+(x—-1))~((xz-1)

(jak dostaneme pouzitim Taylorova rozvoje logaritmu v nule). Odtud plyne, Ze
konvergence integralu
2
[ @
1
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je podle limitniho srovnavaciho kritéria ekvivalentni konvergenci integralu

/12(33— 1) da

a pouzitim substituce y = x — 1 dostaneme, Ze tento je ekvivalentni integralu

1
/ y* dy
0

Posledni integréal konverguje, a to absolutné, pro a > —1.
Naopak na okoli nekoneéna je

1

arctan? ~ —
v+ 1 T

a podle limitniho srovnavaciho kritéria je konvergence integralu

/2+OO f(z)dx

+oola
/ nxdx
2 X

U tohoto integralu ale umime pfimo ur¢it primitivni funkci. Na intervalu (2, +00)

ekvivalentni konvergenci integralu

plati, ze
In® x e Inot! g
dx = Ydy = C= C
/JEQU/yyaJrlJr a+1Jr
pro a # —1. Odtud p¥imo vyplyva, ze integral konverguje pro a + 1 < 0, tedy pro
a < —1.
Hodnotu a = —1 lze také vylouc¢it pfimym vypoctem, ale vzhledem k podmince u

jednicky to neni nutné.
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