6. cviceni — Soucet mocninné rady
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Priklady
1. Derivovanim ¢len po Clenu se¢téte nasledujici fady:
@ o+ D+ D4
a) r+ —+—+...
3 5
ResSeni: Oznacme

3 5 co 2n+1
f@)=a+T+T+ =) 2

o 2n +1

Polomér konvergence je roven 1.

Formalnim derivovanim ¢len po ¢lenu dostaneme radu
o

1+a? 42t .. = E %",
n=0

coz je geometrické fada s prvnim ¢lenem 1 a kvocientem 2. Zarovei je to mocninna
fada s koeficienty a,, = 1. Uvnitf poloméru konvergence plati

1
! :1 2 4 — .
f(z) +x+x + 1.2

Rozkladem na parcialni zlomky nebo z tabulky méame

1 11
/ dr = 2 4 K,

1 — 22 2 1—x
tudiz o1+
x
=-1 K.
Jelikoz
& 02n+1
JO =2 5,570
=0
a zaroven L 140
=-1 K
f0) = 5o + K,
dohromady vyjde K = 0 a tedy
1.1
flo) = §1nli_§, 2] < 1.
Pro krajni body plati, Ze fady
i 12n+1 X, (—1)2nH
n:02n+1 = 2n+1

diverguji (tedy neméa smysl je s¢itat).
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2 3 4

T T T
(b) :f+ sttt
Reseni:
Oznacéme

00 Zn—1 o 00
f/(x)zzn :anflzzxn
n=1 n n=1 n=0
Geometrickou fadu mizeme secist, tedy
1
1) —

Po zintegrovani dostaneme
f(z)=—In|l —z|+ K.
Mizeme dosadit 0:

—ln|1—0|+K:f(0):Z%:0

n=1

a dostaneme K = 0. Tedy
f(z) =—1In|l -z, xz € (—1,1).

Krajni body: Pro z =1 fada ) .-, % diverguje.

Pro z = —1 fada > 7, (_i)n konverguje z Leibnize. Pro jeji soucet pouzijeme

Abelovu Vétu s r = —1. Pak

o0 o
—1)" n

E (=1) = lim L= lim —In|l—z|=—-1n2.
n m—>—1+n 1 n r——1+

ZAaver:
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2. Integrovanim ¢len po ¢lenu seététe nasledujici fady:

(a) =+ 22 + 325 4 -
Reseni: Mame sedist fadu

i k.
k=1

Rada ma polomér konvergence jedna. Plati, ze

x x
Z ka* =z Z kak1L.
k=1 k=1

Oznacme
[o.¢] oo
fl) = ket = "(k+1)2*
k=1 k=0
Potom na kruhu konvergence plati integrovanim ¢len po ¢lenu, ze
/ = xk}-ﬁ-l > k41 X
flz) = F'(z), kde F(@:Z(k+1)k+1:zx - —.
k=0 k=0
Odtud vyplyva, ze
/
T l—z+4+zx 1
= = — 1
/() <1 —x> (1—x)2 (1—x)?’ ol <

a odtud
T

kak:aﬁf(x):m, lz] < 1.
k=1

V krajnich bodech z = +1 fada diverguje (neni splnéna nutnd podminka konver-
gence).

(b) 1-2zx+2-32% +3-42® 4 -
Reseni: Mame sedist fadu

> k(k+ 1),
k=1

Polomér konvergence je 1. Podle véty o integraci ¢len po ¢lenu plati

ik(k—{—l)mk = (i kmk+1) = (x2 ikzmk_1> =

k=1

k=1 k=1
o0 "N’ " NI 1 /
_ 2 k _ 2 _ 2 —
[ (54) - () - (i) -
k=1
C20(1—=z)?+22%(1—z) 22 —4z?+22° + 222 — 22 2z 2] <1
(=) - =) (T |

V krajnich bodech x = +1 fada diverguje (nutna podminka konvergence).
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3. Derivovanim nebo integrovanim ¢len po ¢lenu sec¢téte néasledujici fady:

3 5

x x
(a) x—g—i-g-l-'--
Oznacme -
3 5 2n+1
T x x
— i e = —1)" .
J@)=w="g 5+ ;)( Vo1
Polomér konvergence je 1.
Derivovanim ¢len po ¢lenu dostaneme radu
oo
1 _1,2 —|—ZL‘4+ = Z(_l)nlﬁn
n=0

coZ je geometricka fada s prvnim ¢lenem 1 a kvocientem —x2. Polomér konvergence

je téz 1.
Uvnitf kruhu konvergence plati

[e.e]

1
(Y — 2 4 _ nn
fz)=1-2"+2z +---—Z(—x )= el
n=0
Plati, ze
1
(arctanx)’ = 1522
tudiz
f(z) = arctanz + K.
Jelikoz
& O2n+1
arctan0+ K = £(0) = Y _(~1)" -~ = 0.
n=0
tak K = 0.
Mame tedy
f(z) = arctan z, lz] < 1.
V krajnich bodech
o0
+1 2n+1
S =
2n+1
n=0
konverguje z Leibnize. Aplikujme Abelovu vétu. Pak
o0 o0
12n+1 p2ntl -
- " - i — n = 1 = —
Z( 1) 1 xllgl_ (—1) 1 $ll>nlr1_ arctan x T
n=0 n=0
a - o
(_1)2n+1 ) g2+l . T
)= 1 —-1)" = 1 t =——.
nz_o( ) 2n+1 x—ggﬁnz:o( ) M1 ooy OARE 4
Zaver:
f(z) = arctan z, x € [—-1,1].
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(b) = — 42 + 923 — 1621 + - -
ReSeni: Mame secist fadu -
Z(_l)k+1k2xk
k=1
Rada ma polomér konvergence 1.
Podle véty o integrovani ¢len po ¢lenu, mame pro |z| < 1

i(_ k12, k _ 0 Z k+1k2 k=1 _ o (i(_l)k+1kxk>/

k=1 k=1 k=1

k=1 k=1

L +2>> <<>><>
o () s g

V krajnich bodech x = £1 fada diverguje (nutna podminka konvergence).

o0

(¢) S (n+1)a"

n=1
ResSeni:

Polomér konvergence fady je 1. Integrovanim ¢len po ¢lenu dostaneme pro |z| < 1

V krajnich bodech z = £1 fada diverguje (nutna podminka konvergence).

4. Rozviiite do mocninné fady (o stfedu 0) funkee:

1
(@) 5
Reseni: Dosadime do geometrické fady lfly =Y oy proy € (—1,1). Tedy

e} o)

1 _ 3\n __ n,_.3n
NIy
n=0 n=0
Plati pro z € (—1,1).
2
¢+ 1
b
(b) 2 —1
Reseni: Mame
224+1 22—-1+42 -2
2 -1 [ 1 — 22
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Po dosazeni do geometrické fady vyjde

—9 0
1+ ——=1-2 n
+1—:c2 T;a:

Konverguje pro z € (—1,1).

(c) arctanx

1

Reseni: Ozna¢me f(r) = arctanz. Pak f'(z) = Z geometrické fady mame

T+aZ"
1 [e.@]
! — _ n,.2n
f(l’)—m—Z(—l) T
n=0
Pak
e p2ntl
= 1" .
f@) =Y (e e
n=1
Vime, ze f(0) = arctan(0) = 0. Tedy
0 02n+1
0= 1" =c.
2 (g te=e
n=1
Tedy ¢ = 0 a mizeme psat
o0 p2n+l
arctan x = Z(—l)” 1

n=1

na poloméru konvergence, tedy = € (—1,1).
V krajnich bodech rada konverguje z Leibnize, pouZijeme tedy Abelovu vétu a

dostaneme:
et x2n+1 et 12n+1 o0 1
i 1" = 1i = 1= 1" = 1"
Jm p (F)5 g = lim arctanz = arctan >_(=1) 2n + 1 S v
n=1 n=1 n=1
Analogicky
arctan(—1) = i(— )" !
2n+1°
n=1
ZAver: -
2n+1
T
tanz =y (—
arctan Z( ) 1
n=1
na x € [—1,1].

(d) 14 2z)In(1+2)
Reseni: Ozna¢me g(z) = In(1 + z). Pak ¢’(z) = 11, tedy z geometrické fady je

Tra
J(@) = (2" = S (~1ran
n=0 n=0
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pro xz € (—1,1).

Po integraci dostaneme

o pntl
= 1" .
o) = 31 e
n=0
Dosadime
> 0n+1
— — — n —
g(0)=In1=0=> (-1) Tte=o
n=0
tedy ¢ = 0. Mame tedy g(z) = > 7 ;(—1)" f:jll pro z € (—1,1).
Pro pavodni funkci plati
o N Lt 0 . :En—i-l e . $n+2
1 In(1 =(1 -1 = -1 -1 .
(o) +a) = (+0) Y () = S Sy
n=0 n=0 n=0
Po tpravé
> 1 1 - o attt
1 In(1 = =)™ -~ )= Y o
(1+2)In(1+2) x+2:17 (-1) <n+1 n) $+Z( ) P
n=1 n=1
pro z € (—1,1).
Pro £ = —1 neni pavodni funkce definované, ale pro x = 1 pouZijeme Abelovu vétu
(fada konverguje srovnanim s 1/n?).
L - T Lo = nr1 1
Zaver:

(1 +2)In(l +2) =z + io:(—l)"ﬂL+1

— n(n + 1)
pro z € (—1,1].

1
3—2x

(e)

Reseni: Vytkneme a pak aplikujeme geometrickou fadu.

1 1 1 1 /2 \" > on,n
3-2¢ 3 1—%@ N 3;<3x> —;)3%1-1
pro z € (—3/2,3/2).
1
fy —
Reseni: Polozme fz) = 1

-2 Pak F(z) = -1, Z geometrické fady

F(z) = Zx", x e (—1,1).
n=0
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Po zderivovani mame

flx) = an”_l
n=1
pro z € (—1,1).

(g) sin’z

Regeni: Plati i
f(z) =sin®z = 5(1 — cos(2x)).

7 Taylorova rozvoje pro kosinus je

2n ©o 2271,—1

Z(_l)n—FlWxQn’

n=1

l\J\H
l\')\»i

z € R.

Zkouskové priklady
5. Settéte fadu

(a v
) nzl n(n+1)

ResSeni: Polomér konvergence je roven 1.

e et
S
n=

PoloZzme

Zderivujme funkci g(z) = > 07 "7 Dostavame

n=1 n(n+1)’

g//(x):(Z(n—i—l) n—i—l) an 1 an:
n=0

n=1

Pak
g (x)=—In|l —z|+ K.

Jelikoz jsme na intervalu (—1,1), mizeme psat
d(x)=—-In(1 -2z)+ K.
Pro z = 0 mame

—In(1-0)+ K =4'(0 Z%
n=1

tedy K = 0.
Po zintegrovani (per partes):

glx)=xz—(xr—1)In(1 —z) + M.
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Po dosazeni x = 0 dostaneme

oo

g@):O—m—qnm1—m+44=§:nWW1
n=1

TCEY A

tedy M = 0.
Dohromady pro z € (—1,1):

f(z) = zg(x) = 2% — 2(x — 1) In(1 — z).

V krajnich bodech fada = = 41 konverguje (srovnani s 1/n2). Dle Abelovy véty

mame:
oo 1n+2 ] )
n=1
a
o0 n+2
(-1) . 2
27 = lim 2°—z(z—1)In(1—2z)=1-2In2.
— nn+1) a——1+

Dohromady pro z € [—1,1]:

J2?—2(-1)In(l-=), ze|-11)
ﬂ@_{L z=1.

o0 n-+2
x
(b) Y n’
n!
n=1
Reseni:
Polomér konvergence je roven oo.

Polozme
2

00 an+
f(z) = nz:ln T

e - v n
Vyuzijeme souctu fady > 2, o =e"

Méjme
1

o0 2
g(z) = Z n? T
n=1 ’

Pak f(z) = 23g(x).
Mame

o 2:L,n—l o " ! o :L,n—l
gla) =D n* === i) = |2 nT
n=1 n=1

n=1

! © n AN
x
n=1
Posledni sumu nahradime e* — 1 (plati pro € R) a zpatky proderivujeme:

n=1

Proz € R f(z) = 23e*(z + 1) = e (a* + 27).
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n 3n+1 2n+1

n=1

Reseni: Plati, 7e a;, = 0 pro suda k, pro licha k = 2n + 1 je az = (—1)" 2L

2n2+4n "
Polomér konvergence je tedy roven 1. V krajich fada konverguje podle Leibnizova
kritéria.

Pro z € (—1,1) polozme f(z) = Zzozl(—l)”%m%ﬂ. Pak

> 3n+1
f(z) = —1)
(@) =3
Radu mtizeme roztrhnout na
o0 o0 1
D (=132t Y (1) =,
n=1 n=1 n

7 geometrické fady je
o0

_ 2.2
S (—1)m3atn = 8

1422

n=1
7, Taylorova rozvoje logaritmu pak mame

oo

Z(—l)”%x% = —log(1+ z%).

n=1

Dohromady je
—32?

7 (@)
Po zintegrovani dostaneme
f(z) = —z + arctanz — 2 log(1 + 2°) + c.
Dosadime 0 a ziskime ¢ = 0. Pro x € (—1,1) tedy plati
f(z) = —z 4 arctanz — zlog(1 + z2).
Protoze fada v krajich konverguje, z Abelovy véty dostaneme

f(z) = —z + arctanz — xlog(1 4+ %), z € [-1,1].

o0

41 T 1 n
@ 3
Reseni: Polomér konvergence R = co. Polozme

o0 o0

n n—1 n n z" = n+1 " _n
f(x) :;(—1) HT@“ = —7;2(—1) Hn!+ngz(—1) Hml‘

7 rozvoje exponencidly mame

o0

A e )
n=2 : n=2 :

Kalkulus 2, 2022/23, Kristyna Kuncovéa 10



-1 n+l 0 n _ -1 n—1 n—1 _ — — - _q
;( e an:;( L T xnz:; RS )
Dohromady pak
f@)=e"+z—14+ze " —z=(r+1)e " -1
Kalkulus 2, 2022/23, Kristyna Kuncova 11



