5. cviceni — Derivace a rady funkci, Polomér mocninné rady
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Teorie

Véta 1 (Zaména sumy a derivace). Necht (a,b) je omezeny neprazdny interval a 2, fy je
fada realnych funkei splhujici:

1. f, ma vlastni derivaci na (a, b),
2. existuje zg € (a,b) takové > 2 | fn(z0) konverguje,
3. fada > 7, fr konverguje stejnomérné na (a,b).

Pak fada >_-7 , f, konverguje stejnomérné na (a,b) a pro kazdé x € (a,b) plati
o / o
(Z fn> (2) =) f(x)
n=1 n=1

Priklady
1. (a) Spoctéte f/(0) (vyjadiete jako radu):

n=1
(b) Spoctéte derivaci funkce (vyjadrete jako radu):

o0 .
S1n nax
- Z on

n=1

(¢)B Dokaizte, e pro Riemannovu zeta funkci

1
((z) = e
n=1
plati ¢ € C*(1, 00).
Zkouskové priklady
2. Uvazujte funkci

Z —2? + 6z — 8)™.

(a) Urcete, pro ktera x je f definovana.
(b)ﬁ<§ Dokazte, ze funkce f je spojita v bodé 7/2.

(c)* Dokazte, 7Ze funkce f ma vlastni derivaci v bodé 7/2 a vyjadiete f/(7/2) jako soucet
¢iselné rady.
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Mocninné rfady - polomér konvergence

Teorie

Definice 2. Mocninnou fadou o stfedu xo € R rozumime fadu > 7 5 an(x — 20)", kde
rz €Raa, €Rpron € Ng.

Véta 3 (Polomér konvergence). Necht > > a,(z—x0)" je mocninna fada. Pak existuje
pravé jeden nezaporny prvek R € R* takovy, ze
e pro kazdé x € R, |z — zy| < R, uvedena fada konverguje absolutné,

e pro kazdé x € R, |z — xy| > R, uvedena fada diverguje.

Prvek R spliuje
1

lim SUPyp— 00 n\/ |6Ln| 7

kde vyrazem 1/0 zde rozumime 400 a vyrazem 1/00 zde rozumime 0. Prvek R nazyvame
polomérem konvergence uvedené fady.

R:

Véta 4. Necht {a,} je posloupnost s kladnymi ¢leny, spliiujici podminku

. An+41
lim 2t — A,

k—oo Qp
Pak takeé
lim Ya, = A.
k—o0

Vé&ta 5. Necht {a,} je redlna posloupnost, jejiz viechny ¢leny jsou kladné. Necht dale

plati, ze
lim an+1

n—-+4oo an

< 1.

Potom plati, ze

lim a, = 0.
n—-+4o0o

Fakta

Necht a > 0, pak:

(a) lim {fa=1 () lim {ne=1

n—-+o0o n—-+o0o
. " _ . n/o7
®) L, ym=1 (@l Ynl = oo

(e) lim (1+31)"=e

n—-+0o0o

Hint
ab:eblna
nll=n(n—2)(n—4)
(2n)!! - 1 (2n)!! - 1
Cn+1I! 7 2n 417 Cn+1)!! " V2n 2
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Priklady

3. Urcete polomér konvergence mocninnych fad a konvergenci (i absolutni) na hranici.

(a) i o™ 2", kde 0<a<l) (g)*i wm”
n=1

n=1 n
(b) ;np,kdepeR. (h) ;an+bn,kdea>0,b>0.
nl o= ()2
(c) 2:1 e kde (a > 1) (i) nz:l (2n)!$
. 3n+(_2)n n $00 1 " n
@ Sy GBS (1+) -
n=1 n=1
1 o =z
) Gy S .
(e) ;an (k) 7;a\/ﬁ,kdea>0
= (2n)! > [a* "
f — " 1 — 4+ — -2, kd .
()%;(271_1_1)”:1: 1) ngl n+n2 2", kdea>0,b>0
Bonus
4. Vime, 7e fada Y an(z + 7)™ konverguje pro = 0 a diverguje pro x = —17. Co muZeme
fict o poloméru konvergence?
5. Vime, Ze fada ) ana™ konverguje pro x = —4 a diverguje pro = = 7. Urcete, zda jsou

nésledujici vyroky pravdivé, nepravdivé nebo pravdivost nelze urdéit:

(a) Rada konverguje pro z = 10. (c) Rada diverguje pro z = 1.
(b) Rada konverguje pro z = 3. (d) Rada diverguje pro x = 6.

6. Najdéte mocninnou fadu, ktera:

(a) diverguje pro z = 0;
(b) konverguje pro z = 5, ale nikde jinde;
(c) ma stied konvergence v 0, polomér konvergence roven 2 a konverguje pro 2, ale

diverguje pro —2.

7. Necht mocninna fada ) an,z™ mé polomér konvergence roven R; a mocninna fada
> bpz™ méa polomér konvergence roven Ry. Co muZzeme Fict o poloméru konvergence
mocninné fady Y o2 (a, + by)z"?

cTug n{r+ag) «I+4ag nr+acj ‘TR oxd (JS)

T ii(uz) T ii(ug)
(woreydsop, T JuerR £y-u epedAa ser (og)
ogqou wwIo[AR],) JN ofmissjo  wruery eN  ([g) [O9[eAISIUT YOATRW YOAUPOYA BU 91891 (9q7)
"Aua[2 9pns & 9UOI] 9)fowmoyz wiuely ey (8g) (00 ‘24 1) yoorearsjur eu 91891 (OT)
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