4. cviceni — Posloupnosti a fady funkef
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Priklady

Zdroj vétsiny piikladi: Petr Holicky, Ondiej F.K. Kalenda: Metody FeSeni vybranych tloh z
matematické analyzy pro 2. - 4. semestr

1. Vysetfete konvergenci funkei (najdéte bodovou limitu a vySetiete stejnomérnou konver-
genci). Neni-li fe¢eno jinak, vySetifujte na R.

n?z3

(a) fa(z) = 1+ n2z2
Reseni:
e Bodova konvergence: zafixujme z € R\ {0}. Pak

. 7’L2$3 . .’IJ‘ZTLZ A
lim — 5 = lim 55 " 1 =
n—oo 1 + n4x n—oo I4n n2$2+1

Pro 2 = 0 mame f,(0) = 0, tedy i lim, o fr(0) = 0.
Dohromady, f = .
e Stejnomérné konvergence: Zafixujme n € N a hledejme

o = supf{|fulx) — f(z)],x € R}.

Odhadujeme tedy vyraz
n2z3
1+ n2z2

Zkusime najit extrémy pomoci derivace, tedy

n2z? ! 1 — n2z2
_— — _—
1+ n2z? (1 4+ n2a2)?

Nulové body:

tedy z = +1. Plati
1 1
n— )£ ) =+

Supremum jesté mizeme hledat v nekonec¢nech, tedy zkouméame

. ] n2z3
dim [ fn(2) = f(2)] = lim ‘ 1+ nz? ‘ -
Dohromady méme
1
op = n
Navic plati
1
lim o, = lim — = 0.
=00 n—oo 4n,

Kalkulus 2, 2022/23, Kristyna Kuncovéa 1


https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/vyuka.php

7Z kritéria stejnomérné konvergence pak plyne, Ze

a2 1

na R.
(b)  fu(z) =nz(l —2)" na [0,1]
Reseni:

e Bodova konvergence: zafixujme x € [0, 1]. Pak z ristové skaly

nlin;o nz(l —z)" = 0.

Tedy, f = 0.
e Stejnomérna konvergence: Zafixujme n € N a hledejme

0 = sup{|fule) - f(z)], € R}.

Odhadujeme tedy vyraz
|nx(l—xz)"|.

Zkusime najit extrémy pomoci derivace, tedy
(nz(1—z)") =n(l — )" — n’z(1 —z)" L.

Nulové body:

Plati

b () = ()

Supremum jesté muZeme hledat v krajnich bodech, tedy zkoumame

[fn(2) = f(2)[(0) = [fn(z) — f(2)I(1) = O

Dohromady mame

Navic plati

n+1
1
limanzlim< n ) = -,

n—00 n—oo \ n 4+ 1

7 kritéria stejnomérné konvergence pak plyne, Ze

fn BT
na [0, 1].

(c) falz)=a" —a""!

ResSeni:

Kalkulus 2, 2022/23, Kristyna Kuncovéa



e Bodova konvergence: Rozepisme funkce jako f,(z) = z"(1 — x). Pak pro
x € (—o0,—1] U (1, 00) posloupnost f,(x) diverguje.
Pro z € (—1,1] mame
lim z"(1 —xz) =0.
n—oo

Tedy, f =0 pro z € (—1,1].
e Stejnomérna konvergence: Zafixujme n € N a hledejme

on = sup{|fn(z) — f(2)],z € R}.
Odhadujeme tedy vyraz
|z"(1 — )]

Primo vidime, Ze v krajnim bodé je

lim |2"(1 —2x)| =2.

z——14

Supremum tedy mtzeme odhadnout

on > 2.

Tedy
nh_)nolo on # 0.
7 kritéria stejnomérné konvergence pak plyne, Ze
fu B -
na (—1,1].
11,2
() fulz) = el=ale
Reseni:
e Bodova konvergence: zafixujme x € R. Pak

lim ef|x7%|”2 =0.
n—oo

Tedy, f = 0.
e Stejnomérné konvergence: Zafixujme n € N a hledejme
on = sup{|fu(z) — f(z)|,z € R}.
Odhadujeme tedy vyraz

e 1|p2
‘e o=z n?| |

Lze rovnou dosadit x = % Pak

Dale
li .
Jg on 70
7 kritéria stejnomérné konvergence pak plyne, Ze
fn 7T
na R.
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(&) fula)=e )
Reseni:
e Bodova konvergence: zafixujme x € R\ {0}. Pak

lim e ™% = 0.
n—oo

1, =0

0, x#0.

e Stejnomérna konvergence: Jednotlivé funkce f,, jsou spojité na R, ale jejich

limita spojita neni. Tedy nemohou konvergovat stejnomérné. Zavér:

fn BT

Pro x =1 je lim,, e =0 =1. Tedy, f = {

na R.
() falz) =2 — 2™
Reseni:
e Bodova konvergence: zafixujme x € (0,1). Pak z rustové skaly

lim 22" — 2°" = 0.
n—oo

Tedy, f = 0.
e Stejnomérna konvergence: Zafixujme n € N a hledejme

o = sup{|fulx) - f(z)],x € R}.

Odhadujeme tedy vyraz

‘1,211 o xSn‘

Zkusime najit extrémy pomoci derivace, tedy
(xQn _ xSn)/ — nxQn—1(2 _ 333‘”)

Nulové body:

L2
T = 3
Plati ) ,
W2 (2) (2
(fn—f)< 3)—(3) (2)
Pak ale

2 (-G

lim o, #0
n—oo

Navic plati

7 kritéria stejnomérné konvergence pak plyne, Ze

fn BT
na (0,1).
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Zkouskové priklady

Regeni:
e Bodova konvergence: Pro x = 0 mame
lim f,(0) =1.
n—oo

Zafixujme z € R\ {0}. Pak

n

x x
lim |cos Z| = lim enlosleos il — ¢0 — 1,
n—o00 n n—oo
protoze
z z| 1 _..2
. T log’cosn’ ’cosn| 1 e
lim nlog|cos —| = lim n . 3 : = 0.
n—00 n n—00 |COS %l —1 _932 n2

n

Dohromady, f = 1.

e Stejnomérné konvergence: Zafixujme n € N a hledejme

On = Sup{|fn($) - f($)|7x € R}'

Odhadujeme tedy vyraz

x
COS —
n

n
_1‘

5, tedy © = n3. Pak 0, = 1, tedy

Zkusme % =

li 0.
Jm on #
Z kritéria stejnomérné konvergence pak plyne, Ze

fn B S

rT+n

(b) falz) = N

Reseni:
e Bodova konvergence: zafixujme = € R. Pak

L
im 2" oy —1

n—00 \/562—{—712 n—o00 N Lz—{—l
V n

Dohromady, f = 1.

e Stejnomeérné konvergence: Zafixujme n € N a hledejme

On = sup{|fn(x) - f($)|,l’ € R}'

Kalkulus 2, 2022/23, Kristyna Kuncovéa



Odhadujeme tedy vyraz
r+n

Va? +n? a

Zkusime najit extrémy pomoci derivace, tedy

1\

( r+n 1)/ B n? —an
«’x2+n2 (:c2+n2)«’a:2+n2
Nulové body:

Plati

Tedy

Navic plati
li .
J on 70
7 kritéria stejnomérné konvergence pak plyne, Ze
fn B8 f
na R.

Piiklady

3. VygSetiete konvergenci fad - zjistéte, pro jakd x fady konverguji (jako fady ¢isel); na
jakém intervalu fady konverguji stejnomérné; na jakém intervalu je soucet fady spojita
funkce?

oo
(a) > a"
n=1
Regeni:
e Bodova konvergence: Jde o geometrickou fadu, kterd konverguje pravé pro
x e (—1,1).
e Stejnomérna konvergence pro x € (—1,1).
Z prednéasky vime, ze 2™ 7 na (—1, 1). Tedy fada nespliiuje nutnou podminku

konvergence.
Zéver: y 2 " A mna (—1,1).

(b) io: x2efnx
n=1

Reseni:
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e Bodova konvergence: Pro x = 0 zjevné konverguje.
Pro z > 0 mame geometrickou radu

o0 1 n

2

2y (5)
n=1

ktera konverguje.

Pro z < 0 neni splnéna nutna podminka konvergence, protoze lim,, o x

00.
Bodové konverguje tedy pravé pro x € [0, 00).

2

e*TLCE —

e Stejnomérna konvergence: Zafixujme n € N. VySetiujeme

1172
Op = SuUup enix

Extrémy budeme hledat pomoci derivaci:

22\’
<m> =ze " (2 — nx)
e

,:Ue[O,oo)}.

Nulové body: z = 2

e

Krajni body: f,(0) =0,

Tedy supremum je

Navic fada 3°° | — konverguje, tedy

n=1 n2e2
[e'S)
=
n=1

na z € [0, 00).
Protoze f, jsou spojité funkce na [0,00), tak dle véty o fadé a spojitosti je
tamtéz spojita i funkee f =377, fn.

() Y e

nt + x2

n=1
Reseni:
e Bodova konvergence: Radu ma smysl vySetfovat jen pro = > 0. Rada pak
konverguje, LSK s n%
e Stejnomérna konvergence: Zafixujme n € N. VySetfujeme

op = sup{ nyT

n + 2
Extrémy budeme hledat pomoci derivaci:

( T )'_ n(n? — 322)

nt+ 22 )  2/x(nt + 22)?2

,xe[O,oo)}.
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Nulové body: x = %
Krajni body: f,(0) =0,
lim f,(z)=0.

T—00

Tedy supremum je
2
on = fn <$§> = V/274n?

Navic fada Y o7 | v/274n? konverguje, tedy

=
n=1

na z € [0, 00).
Protoze f, jsou spojité funkce na [0,00), tak dle véty o fadé a spojitosti je
tamtéz spojita i funkee f =377, fn.

nw
d o
( ) Z 1+ no 2
n=1
Reseni:
e Bodova konvergence: Radu vySetfujeme pro x € R. Na celém R fada konver-
guje (LSK s %, pro z = 0 je identicky nulova).
e Stejnomérnd konvergence: Zafixujme n € N. VySetifujeme
nw
op = su —_—
" PUT+noa2

, T € R} .
Extrémy budeme hledat pomoci derivaci:

< na >’_n(1—n5x2)

14+n%22)  (1+nda?)?

Nulové body: = = :t#.
Krajni body:
lim fp(x)=0.

xr—*+00

1 1
on = fn <n5/2> :W'

1 # konverguje, tedy

> =
n=1

Tedy supremum je

Navic fada -

na z € R.
Protoze f, jsou spojité funkce na [0,00), tak dle véty o fadé a spojitosti je
tamtéz spojita i funkee f =307, fn.
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1
©) 2 T

n=1
Reseni:
e Bodova konvergence: pro x = 0 fada ziejmé diverguje, pro x # 0 konverguje
srovnanimm s #
e Stejnomérné konvergence: Zafixujme n € N. VySetiujeme

,xeR\{O}}.

1
n _SUP{‘HW
1

Pro bod z = ~ méame
1 1
On 2> fn <> = .
n 2

Ale Y%, 3 = o0, tedy nevime nic.
Zkusime vysetfit nutnou podminku. Mame f,, — 0. Ale o, = % 4 0, tedy

neni splnéna nutna podminka konvergence a fada

DI
n=1

> sin(n’z)
(6 Y
n
n=1
Reseni:
e Bodova konvergence: pro z € R mame
sin(n?x) 1
n? = n?

e Stejnomérna konvergence Stejné tak lze odhadnout supremum
on <

Protoze °°° | 2, konverguje, tak

n=1 n2
00
S
n=1

4. (a) Spoctéte f'(0) (vyjadiete jako fadu):

Reseni: Aplikujeme vétu o zameéné sumy a derivace. OvéFujeme tedy tii podminky.

e f, ma vlastni derivaci na R:
. ncos(1+ )
ny/n
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e existuje xg € (a,b) takové Y 7 | fn(zo) konverguje: Pro 2 = 0 mame

nsinl

konverguje dle Leibnize.
e fada ) 2, f/ konverguje stejnomérné na R: Mame odhad
cos(1+ ) 1
al = | <
ny/n n

o] 1 :
a1 737z konverguje.
Tedy mtzeme prohodit fadu a derivaci a dostaneme

ncosl

n=1

(b) Spoctéte derivaci funkce (vyjadrete jako fadu):

o0

oy = 3 e

n=1

Regeni: Aplikujeme vétu o zamené sumy a derivace. Ovéfujeme tedy t¥i podminky.

e f, ma vlastni derivaci na R:

, TNCOSNT
fTL - 2n

e existuje zg € (a,b) takové Y| fn(xo) konverguje: Pro z = 0 mame
oo
D0
n=1

konverguje.
e fada > >, f! konverguje stejnomérné na R: Méame odhad

bl

a ) -~ 5% konverguje z limitniho podilového kritéria.

n cosne n
=2 <
2mn - an

Tedy muzeme prohodit fadu a derivaci a dostaneme
>\ n.CosnT
fla)=) —5—
n=1

(c) Dokazte, ze pro Riemannovu zeta funkci

plati ¢ € C1(1, 00).
Regeni: Rada konverguje pravé pro x € (1,00). Tam budeme Fadu vySetfovat.
Aplikujeme vétu o zdméné sumy a derivace. Ovéfujeme tedy tii podminky.
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e f, ma vlastni derivaci na (1, 00):

, _logn

fn:

niﬂ
e existuje xg € (1, 00) takové Y 7, fn(xo) konverguje: Pro x = 2 mame
e
n2
n=1
konverguje.

e ifada > >7 . f/ konverguje stejnomérné na (1 + €, 00). Mame odhad
n=1Jn g

logn
— plte

—logn

£ :]

nCC

oo —logn .
a ) a1 konverguje.

7Z vét o derivaci a spojitosti dostaneme, ze ((x) € C*(1 + ¢, 00).
Proces lze zopakovat pro kazdé e > 0 a tedy ((x) € C*(1,00).

5. Uvazujte funkci
fl@)=> (—a2®+ 6z —8)".
n=1

(a) Urcete, pro kterd x je f definovana.

Regeni: jde o geometrickou Fadu, tedy potiebujeme
1< —2*4+6x-8<1

Po vyfeseni kvadratickych nerovnic vyjde = € (3 —v/2,3) U (3,4 + v/2).

(b) Dokazte, ze funkce f je spojita v bodé 7/2.
ReSeni: PotFebujeme ukazat spojitost f na n&jakém okoli bodu 3,5. Uvazujme
U =(3,3;3,7). fn jsou tam zjevné spojité. Pokud > >, f, =2, tak bude spojité i
f.

Aplikujeme Weierstrassovo kritérium. Tedy fixujme n € N a hledejme
on =sup{|fn|:z € U}
Z tvaru f, plyne, ze
on =0,91".
Protoze geometricka fada >, 0,91" konverguje, tak > >, f, =2 a tedy je f
spojita na U.
(¢) Dokazte, ze funkce f ma vlastni derivaci v bodé 7/2 a vyjadrete f'(7/2) jako soucet
Ciselné rady.
Aplikujeme vétu o zdméné derivace a rady.

e f, jsou diferencovatelné na U - jsou to polynomy.
o > > fu(4) =", 0 konverguje.

Kalkulus 2, 2022/23, Kristyna Kuncovéa 11



e VySetfeme Y 7, f.

fh=n(—2? + 6z — 8)" 1 (—2x + 6)
Zafixujme n € N. Pak

on = sup{|n(—a® + 6z — 8)"1(—2x + 6)| : 2 € U} < |n(0,91)" 1 (—1,4)|

Mame -
> n(0,91)" 1 (—1,4)| < o0
n=1

z d’Alambertova kritéria.

Tedy 021 fn =
7 véty plyne

ram=3n ()"

n=1
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