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Posloupnosti funkcí

De�nice 1. Nech´ M ⊂ R je interval a f, fn : M → R, n ∈ N, jsou funkce. �ekneme, ºe
posloupnost {fn}∞n=1 konverguje bodov¥ k funkci f na M , jestliºe

lim
n→∞

fn(x) = f(x)

pro kaºdé x ∈ M , neboli

∀x ∈ M ∀ε > 0∃n0 ∈ N ∀n ≥ n0 : |fn(x)− f(x)| < ε.

Zna£íme fn → f .
�ekneme, ºe posloupnost {fn}∞n=1 konverguje stejnom¥rn¥ k funkci f na M , jestliºe

∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀x ∈ M ∀n ≥ n0 : |fn(x)− f(x)| < ε.

Zna£íme fn ⇒ f .

Poznámka 2. Jestliºe fn ⇒ f , pak fn → f na M .

V¥ta 3 (Charakterizace stejnom¥rné konvergence). Nech´ M ⊂ R je interval a f, fn : M → R,
n ∈ N, jsou funkce. Pak

fn ⇒ f

práv¥ tehdy, kdyº
lim
n→∞

sup{|fn(x)− f(x)| : x ∈ M} = 0.

V¥ta 4 (Stejnom¥rná konvergence a spojitost.). Nech´ M ⊂ R je interval a f, fn : M → R,
n ∈ N, kde fn jsou spojité funkce. Nech´ navíc fn⇒f na M . Pak f je také spojitá na M .

Algoritmus

1. Ur£íme bodovou limitu: za�xujeme x a spo£teme f(x) = limn→∞ fn(x). (Dáváme
pozor na parametr.) Funkci f(x) pouºijeme v dal²ím postupu. Ur£íme i interval I, kde
posloupnost konverguje.

2. Zkusíme test na stejnom¥rnou konvergenci.

(a) Za�xujeme n a hledáme σn := sup |fn(x)−f(x)|. Lze pouºít n¥jaké odhady nebo
vy²et°it extrémy dané funkce (t°eba pomocí první derivace). Supremum se pak
m·ºe realizovat v bodech maxima i minima fn − f nebo v krajních bodech v£.
±∞.

(b) Pak spo£teme limn→∞ σn. Stejnom¥rnou konvergenci máme práv¥ tehdy, kdyº
limita vyjde 0.

3. Stejnom¥rnou konvergenci lze vyvrátit, pakliºe fn jsou spojité, ale f není.
4. Napí²eme záv¥r.
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P°íklady

Zdroj v¥t²iny p°íklad·: Petr Holický, Ond°ej F.K. Kalenda: Metody °e²ení vybraných úloh z
matematické analýzy pro 2. - 4. semestr

1. Vy²et°ete konvergenci posloupnosti funkcí (najd¥te bodovou limitu a vy²et°ete ste-
jnom¥rnou konvergenci). Není-li °e£eno jinak, vy²et°ujte na R.

(a) fn(x) =
n2x3

1 + n2x2

(b) fn(x) = nx(1− x)n na [0, 1]

(c) fn(x) = xn − xn+1

(d)Rfn(x) = e−|x−
1
n |n2

(e)Gfn(x) = e−(nx)2

(f) fn(x) = x2n − x3n na (0, 1)

Zkou²kové p°íklady

2. (a) fn(x) =
∣∣∣cos x

n

∣∣∣n (b) fn(x) =
x+ n√
x2 + n2

�ady funkcí

De�nice 5. Nech´ M ⊂ R je interval a fn : M → R, n ∈ N, jsou funkce. �ekneme, ºe °ada
funkcí

∑∞
n=1 fn je bodov¥ konvergentní na M , jestliºe posloupnost funkcí {

∑m
k=1 fk}∞m=1 je

bodov¥ konvergentní na M .
Pojem stejnom¥rné konvergence °ady

∑∞
n=1 fn se de�nuje analogicky.

V¥ta 6 (Weierstrassovo kritérium). Nech´
∑∞

n=1 fn je °ada reálných funkcí de�novaných na
neprázdné mnoºin¥ M . Ozna£me

σn := sup
x∈M

|fn(x)|.

Jestliºe
∑∞

n=1 σn < ∞, pak
∑∞

n=1 fn ⇒ na M .

Poznámka 7 (Nutná podmínka konvergence). Pokud
∑∞

n=1 fn ⇒ na M , potom fn ⇒ 0 na
M .

Poznámka 8 (�ada a spojitost). Nech´ fn jsou spojité funkce na (a, b). Pokud
∑∞

n=1 fn ⇒
na (a, b), potom její sou£et je spojitá funkce na (a, b).

Algoritmus

1. Ur£íme bodovou konvergenci: za�xujeme x a vy²et°íme
∑∞

n=1 fn(x). (Kritéria k oby£e-
jným °adám - LSK, SK, Cauchy, d'Alambert, Leibniz, Abel-Dirichlet. Dáváme pozor na
parametr.) Tím získáme i de�ni£ní obor.

2. Zkusíme Weierstrassovu v¥tu:
(a) Za�xujeme n a hledáme σn := sup |fn(x)|.

Je to stejné jako u posloupností: Lze pouºít n¥jaké odhady nebo vy²et°it extrémy
dané funkce (t°eba pomocí první derivace). Supremum se pak m·ºe realizovat v
bodech maxima i minima fn − f nebo v krajních bodech v£. ±∞.
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(b) Pak vy²et°íme
∑∞

n=1 σn. Jestliºe konverguje, máme stejnom¥rnou konvergenci.
Jestliºe nekonverguje, nevíme nic.

(c) M·ºeme zkusit i n¥jaký men²í interval, jestli nemáme stejnom¥rnou konvergenci
alespo¬ na n¥m.

3. Stejnom¥rnou konvergenci lze vyvrátit:
(a) Nutnou podmínkou.
(b) B-C podmínkou.
(c) Známe-li sou£et, m·ºeme pouºít fakt, ºe sou£et spojitých p°i stejnom¥rné konver-

genci musí být také spojitá.

P°íklady

3. Vy²et°ete konvergenci °ad funkcí - zjist¥te, pro jaká x °ady konvergují (jako °ady £ísel);
na jakém intervalu °ady konvergují stejnom¥rn¥; na jakém intervalu je sou£et °ady spojitá
funkce?

(a)N
∞∑
n=1

xn

(b)
∞∑
n=1

x2e−nx

(c)
∞∑
n=1

n
√
x

n4 + x2

(d)
∞∑
n=1

nx

1 + n5x2

(e)♡
∞∑
n=1

1

1 + n2x2

(f)
∞∑
n=1

sin(n2x)

n2

Teorie

V¥ta 9 (Zám¥na sumy a derivace). Nech´ (a, b) je omezený neprázdný interval a
∑∞

n=1 fn je
°ada reálných funkcí spl¬ující:

1. fn má vlastní derivaci na (a, b),

2. existuje x0 ∈ (a, b) takové
∑∞

n=1 fn(x0) konverguje,

3. °ada
∑∞

n=1 f
′
n konverguje stejnom¥rn¥ na (a, b).

Pak °ada
∑∞

n=1 fn konverguje stejnom¥rn¥ na (a, b) a pro kaºdé x ∈ (a, b) platí( ∞∑
n=1

fn

)′

(x) =

∞∑
n=1

f ′
n(x).

P°íklady

4. (a) Spo£t¥te f ′(0) (vyjád°ete jako °adu):

f(x) =

∞∑
n=1

(−1)n
sin
(
1 + x

n

)
√
n

(b) Spo£t¥te derivaci funkce (vyjád°ete jako °adu):

f(x) =
∞∑
n=1

sinnx

2n
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(c)V Dokaºte, ºe pro Riemannovu zeta funkci

ζ(x) =

∞∑
n=1

1

nx

platí ζ ∈ C1(1,∞).

Zkou²kové p°íklady

5. Uvaºujte funkci

f(x) =

∞∑
n=1

(−x2 + 6x− 8)n.

(a) Ur£ete, pro která x je f de�nována.

(b)^ Dokaºte, ºe funkce f je spojitá v bod¥ 7/2.

(c)P Dokaºte, ºe funkce f má vlastní derivaci v bod¥ 7/2 a vyjád°ete f ′(7/2) jako sou£et
£íselné °ady.

(1d)testujtex=
1
n

(1e)testujtespojitost
(3a)NP
(3e)testujtex=

1
n,pakNP

(4c)°e²tenaintervalech(1+ε,∞)
(5bc)°e²tenavhodnýchmalýchintervalech
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