4. cviceni — Posloupnosti a fady funkei
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Posloupnosti funkci

Definice 1. Necht M C R je interval a f, f, : M — R, n € N, jsou funkce. Rekneme, e
posloupnost { f}°2; konverguje bodové k funkci f na M, jestlize

lim fu(2) = /()

n—oo

pro kazdé x € M, neboli
Ve e MVe >03ng € NVn > ng : |fo(z) — f(2)] <e.

Zmadime f, — f.
Rekneme, Ze posloupnost {f,}°2, konverguje stejnomérné k funkci f na M, jestlize

Ve >03ng € NVz € MVn>ng:|fo(z) — f(z)| <e.
Znadime f, = f.
Poznamka 2. Jestlize f, =2 f, pak fr, = f na M.

Véta 3 (Charakterizace stejnomérné konvergence). Necht M C R je interval a f, f,, : M — R,
n € N, jsou funkce. Pak

a3 f
pravé tehdy, kdyz
lim sup{| fu(z) — f(z)] : 2 € M} =0.

Véta 4 (Stejnomeérna konvergence a spojitost.). Necht M C R je interval a f, f, : M — R,
n € N, kde f, jsou spojité funkce. Necht navic f,=f na M. Pak f je také spojita na M.

Algoritmus

1. Ur¢ime bodovou limitu: zafixujeme z a spoéteme f(x) = limy o0 fn(x). (Davame
pozor na parametr.) Funkci f(z) pouZzijeme v dalsim postupu. Uréime i interval I, kde
posloupnost konverguje.

2. Zkusime test na stejnomérnou konvergenci.
(a) Zafixujeme n a hledame o, := sup |f,(z) — f(z)|. Lze pouzit néjaké odhady nebo
vySetfit extrémy dané funkce (tfeba pomoci prvni derivace). Supremum se pak

muZe realizovat v bodech maxima i minima f,, — f nebo v krajnich bodech v¢.
Fo00.

(b) Pak spoc¢teme lim,_,o 0,. Stejnomérnou konvergenci méame pravé tehdy, kdyz
limita vyjde 0.

3. Stejnomérnou konvergenci lze vyvratit, paklize f, jsou spojité, ale f neni.

4. Napiseme zavér.
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Priklady

Zdroj vétsiny piikladi: Petr Holicky, Ondiej F.K. Kalenda: Metody FeSeni vybranych tloh z
matematické analyzy pro 2. - 4. semestr

1. VySetfete konvergenci posloupnosti funkci (najdéte bodovou limitu a vySetiete ste-
jnomérnou konvergenci). Neni-li Fe¢eno jinak, vySetiujte na R.

@) fule) = (B (2) = el
(b)  fa(w) = na(l—2)" na [0,1] (e)K fu(w) = e~
€ fulw) =" =™ (©) fale) = 22 — 2% na (0,1)

Zkouskové priklady

x|n r+n

2. (a) fulx)= }COS;

Rady funkci

Definice 5. Necht M C R je interval a f, : M — R, n € N, jsou funkce. Rekneme, 7e Tada
funkei Y07 | fn je bodové konvergentni na M, jestlize posloupnost funkei {d )", fi}oo_; je
bodové konvergentni na M.

Pojem stejnomérné konvergence fady > - f, se definuje analogicky.

Véta 6 (Weierstrassovo kritérium). Necht Y >° | f, je Fada realnych funkei definovanych na
nepriazdné mnoziné M. Oznadme

o = sup | fu(z)].
rzeM

Jestlize Y 7 | 0, < 00, pak > o0, fn =t na M.

Poznamka 7 (Nutnd podminka konvergence). Pokud Y °° | f,, = na M, potom f, = 0 na
M.

Poznamka 8 (Rada a spojitost). Necht f,, jsou spojité funkce na (a,b). Pokud Yool fa =
na (a,b), potom jeji soucet je spojita funkce na (a,b).

Algoritmus

1. Uréime bodovou konvergenci: zafixujeme x a vySetfime Y 7, fn(x). (Kritéria k obyce-
jnym fadam - LSK, SK, Cauchy, d’Alambert, Leibniz, Abel-Dirichlet. Dévame pozor na
parametr.) Tim ziskame i defini¢ni obor.

2. Zkusime Weierstrassovu vétu:

(a) Zafixujeme n a hledame o, := sup | f,(z)].
Je to stejné jako u posloupnosti: Lze pouzit néjaké odhady nebo vySetfit extrémy
dané funkce (tfeba pomoci prvni derivace). Supremum se pak mize realizovat v
bodech maxima i minima f, — f nebo v krajnich bodech v¢. +oo.
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(b) Pak vysetiime > > o,. Jestlize konverguje, mame stejnomérnou konvergenci.
Jestlize nekonverguje, nevime nic.

(¢) Mizeme zkusit i n&jaky mensi interval, jestli nemame stejnomérnou konvergenci
alespoil na ném.

3. Stejnomérnou konvergenci lze vyvratit:

(a) Nutnou podminkou.

(b) B-C podminkou.

(¢) Zname-li soucet, mizeme pouzit fakt, ze souet spojitych pii stejnomérné konver-
genci musi byt také spojita.

Priklady

3. Vysettete konvergenci fad funkci - zjistéte, pro jakd x fady konverguji (jako fady ¢isel);
na jakém intervalu fady konverguji stejnomérné; na jakém intervalu je soucet fady spojita

funkce?
(a)% nz::l v (©) ; n + z2 () nz::l 1+ n2a?
(b) = ey (d) i nx (f) i sin(n’x)
n=1 n=1 1 + TZSZ'Q n=1 n2
Teorie

Véta 9 (Zameéna sumy a derivace). Necht (a,b) je omezeny neprazdny interval a > - fn je
fada redlnych funkci spliujici:

1. f, ma vlastni derivaci na (a,b),
2. existuje xo € (a,b) takovée > ° | fn(zo) konverguje,
3. fada ) 7, f/, konverguje stejnomérné na (a,b).

Pak fada ) -~ f, konverguje stejnomérné na (a,b) a pro kazdé = € (a, b) plati

(Z fn> (1) = i)
n=1 n=1

Piiklady
4. (a) Spoctste f/(0) (vyjadrete jako Fadu):

n=1

(b) Spoctéte derivaci funkce (vyjadiete jako fadu):

oy = 3 e
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(c)% Dokazte, ze pro Riemannovu zeta funkci

(=3

n=1

plati ¢ € C1(1,00).

Zkouskové piiklady

5. Uvazujte funkci
o0

fl@) =) (~a®+6x—8)".

n=1
(a) Urcete, pro ktera x je f definovana.
(b)i%é Dokazte, ze funkce f je spojita v bodé 7/2.

(c)$® Dokazte, ze funkce f ma vlastni derivaci v bodé 7/2 a vyjadrete f/(7/2) jako soucet
¢iselné rady.
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