Ta_

2) Ulohu muzeme také fesit jednozna¢nym vyjadienim proménné y z rovnice
vazby 22 — y = 0. Tfm ziskdvame y = 22, které dosadime do zadané funkce
f(z,y) = 41lny — z, dostaneme funkci jedné proménné

F(z) =4lnz? — 2.

Zadanou tlohu jsme tedy ptevedli na tlohu hledéni extrémiu funkce jedné
proménné. Plat{

F’(m):§—1=[} = gm=28.

2
Spo¢tenim druhé derivace F"(z) = —%; a dosazenim bodu = = 8 ziskdvame
hodnotu F”(8) = —% < 0. Protoze je druhd derivace v bodé = = 8 zdporna,

ma funkce F' v tomto bodé lokéln{ maximum. Dopoéitame y = 64. Odtud
funkce f(z,y) =4Iny —z ma v bodé [8,64] vazané lokalni maximum.

iir_Pf'iklad 9.6. Najdéte lokélni extrémy funkce f(z,y) = 22 + y na mnoziné

|

ur¢ené rovnici 2% + 3% = 1.

Reseni. Ulohu budeme fesit tiemi zpiisoby.

1) Metoda Lagrangeovych multiplikdtor. Vazba je g(z,y) = 22442 —1 = 0.
Matice G' = (-gg, gg = (2z,2y) m4a hodnost 1. Hodnost této matice by byla
nulova pouze v piipadé, ze x = y = 0. Tyto hodnoty viak nevyhovuji vazebné

podmince. Sestavime Lagrangeovu funkei
Lz,y,A) = 2° +y + Ma® + 3 - 1),

spocteme jeji parcidlni derivace podle proménnych z, y a polozime je rovny
nule,

L;=224+22A=0 = 2¢(1+X)=0 =2z=0 Vv A=-1

Li=142yA=0 = 2y\=-1 :,y:._%
Do rovnice vazby g(z,y) = 2> + y* — 1 = 0 dosadime nejdiive z = 0 a
dostavame y = £1. Mame tedy stacionarni body zj = [0,1] s pifslusnou
hodnotou A\, = =4 a z3 = [0,—1] s hodnotou A, = 1. Déle do rovnice vazby
g9(z,y) = 2 + y* — 1'= 0 dosadfme za y = —5 a A = —1. Dostaneme
z = +¥3. Ziskali jsme dalsi dva staciondrni body & = [¥3, 1], 2} = [, 1
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pro hodnotu A = A3 = \y = —1.
Sestavime matici druhych parcidlnich derivaci Lagrangeovy funkce L:

L//_ L:mc Lzy o 2+2)\ 0
"\ Ly Ly, ) \o0 2\ )

Dosadime do L” staciondrni body a piislusné hodnoty A:

1 w10 1 wiwy (30
w=-g = 0) e=g ra@=(5 1)

" * 2 * 0 O
A=A =—1, L(ifg):L(M):(O _2>'

Nyni ur¢ime h = (hy, he) spliiujici podminku (9.3). Nejdiive vysetiime body
3 =1[0,1] a x5 = [0, —1]. Dostdvdme G(z3) = (0,2) = —G(z3) a

Pro x5 mé h splaujici podminku (9.3) stejny tvar. Tedy

(L"(x)h, h) = (t,0) ( o ) (3) — 250 prot 0.

V bodé z7 je podle véty 9.3 lokalni minimum.
Podobné pro bod z3.

(L"(x3)h, ) = (t,0) ( - ) (é) — 3250 prot 0.

V bodé z3 je podle véty 9.3 lokalni minimum.
Déle vysetiime bod 2% = [‘/75, 1]. Dostévdme G(z3) = (v/3,1) a

(G(a3),h) = VBhi+ha =0 = hy=—V3hi, tj.h=(t,—V3t),t€R.
Tedy

(L" (&), b = (t,—\/§t) ( 8 _g ) (_\t/gt) — 612<0 prot#£0.

V bodé z3 je podle véty 9.3 lokalni maximum.
Podobné pro bod z% = [-¥2,1]. G(z}) = (=V/3,1) a

272

(G(x}),h) = VBhi+ha =0 = hy=+V3h, tj.h=(t,V3t),t€R
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Tedy

(L (), ) = (£ V/3t) ( 8 _g ) (\/%J — 6t2<0 prot£0.

V bodé z} je podle véty 9.3 lokalni maximum.

2) Jiny zpusob feseni tlohy spociva v jednoznacném vyjddieni proménné y
z vazby g(z,y) =22 +9y* — 1 =0, tj. y = =1 — 22. Uloha se tedy rozpada
na dvé casti.

(1) Budeme uvazovat y = /1 — x2. Tento vztah dosadime do zadané funkce
f(z,y) = 2% +y a dostaneme funkci jedné proménné

F(z) = f(z,V1—22) =2* + V1 — 22
Nyni hleddme extrém funkce jedné proménné F'(x):

X

Vi

S
&

F'(z) =2z — =0 =2, =0, 29= 5 W=

Do druhé derivace
oo e,
v1i—22 /(1 —22)3 V(1 —22)3

postupné dosadime stacionarni body. Tedy dostavame

F'"(z) =2

r1=0 = F"(0)=1> 0= lokdln{ minimum,

— dopocteme y = 1 = [0, 1] vdzané lokdlni minimum,

Ty = \/75 = F"(?) = —6 < 0 = lokdlni maximum,
— dopocteme y = % = [‘/73, %] vazané lokalni maximum,
T3 = —? = F”(—\/Tg) = —6 < 0 = lokdln{ maximum,
— dopocteme y = % = [—‘/Tg, 1] vézané lokdln{ maximum.
(2) Budeme uvazovat y = —+/1 — 22. Vztah dosadime do zadané funkce

f(z,y) = 2% +y a dostaneme funkci jedné proménné
F(z) = f(z,—V1—22) = 2 — V1 — 2.
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Hleddme extrém funkce jedné proménné F'(z):

1

F'(z) =2z + —
(z) —

T

— =0 =2+ =0 = 14 =0.
V1—2? ( ) !
Do druhé derivace

1

x? 1
ie# oy i

dosadime za = bod x4 = 0. Dostavame F”(0) =1 > 0, tedy jedna se o lokdlni
minimum. Dopocteme y = —1. Odtud zadand funkce f md v bodé [0, —1]
vazané lokalni minimum.

F'(z) =2+

3) Dalsi moznosti jak tlohu Fesit je pomoci parametrizace. Vazba je jednot-
kova kruznice, tudiz muzeme pro parametrizaci pouzit polarni souradnice s
polomérem r = 1, pak x = cost, y = sint pro t € (0, 2x]. Polarni souradnice
dosadime do zadané funkce f a dostaneme funkci jedné proménné

F(t) = f(cost,sint) = cos®t +sint.

Ve vypoctu pokracujeme dal jako pii hledani extrému funkce jedné proménné.

1
F'= —2costsint +cost =0 = cost=0 V sint= 5
Z prvni rovnosti cost = 0 dostdvdme staciondrni body t, = 7, ¢, = 3?”
7, druhé rovnosti sint = % mdme staciondrni body t3 = %, {4 = %ﬂ. Tyto
body nyni dosadime do druhé derivace
F’(t) = 2sin*t — 2cos®t — sint.
Tedy v bodé
t, = g = F"(t;) = 1> 0 = lokdln{ minimum,
3m " e
ty = > = F"(t3) = 3 > 0 = lokaln{ minimum,
™ " 3 _ :
ty = s = F'(ts) = —5 < 0 = lokdlni maximum,
5w " 3 i .
ty = 5 = F'(t3) = -5 < 0 = lokdln{ maximum.
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Parametrizaci se vratime zpét k proménnym x, y a dostavame

s
t1:§ = x =cost; =0, y=-sint; =1,
= [0, 1] vdzané lokalni minimum,
3T .
t2:7 = x =cosly =0, y=sinty = —1,
= [0, —1] vdzané lokalni minimum,
m .
tgzg = x:cost3:7,y:81nt3:§,
V3L
= 5 vazané lokalni maximum,
o i 1
t4:€ = I:COSt4:—7, y:SIDt4:§,
V3Ll
= ~ 53 vazané lokalni maximum.

Priklad 9.7. Najdéte lokdlni extrémy funkce f(z,y,z) = * — y + 32z na
mnoziné uréené rovnici x2 + 3% + 422 = 4.

Reseni. Piiklad budeme fesit metodou Lagrangeovych multiplikdtor s vaz-
bou g(z,y,z) = 22 + y* + 422 — 4 = 0. Hodnost matice G = (22, g—g, %) =
(2x,2y,82) je ruznd od 1 pouze v nulovém bodé, ktery vsak nevyhovuje va-
zebné podmince. PisSeme Lagrangeovu funkci

L(‘Tﬂyaza)‘>:x_y+32+)\($2+y2+422—4)

Spocteme derivace a polozime je rovny nule,

1
L,=1+22A=0 = = ——
+ 2z T N
1
3
L,=34+8A=0 = = ——.
+ 3z z Y

Vyjadiené z, y, z dosadime do rovnice vazby x? + 3% + 422 = 4 a dostdvame

A= j:%, tj. Ay = @, Ay = —@. Tomu odpovidaji stacionarni body
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plati
(L"(z*)h, h) > 0, (9.4)

md funkce f v bodé x* ostré lokdini minimum vzhledem k M. Jestlize pro
vSechna nenulovd h € R™ spliugici podminku (9.3) plati

(L"(z*)h, h) < 0, (9.5)

md funkce f v bodé x* ostré lokdlni mazimum vzhledem k M.

Na zékladé véty 9.2 a véty 9.3 zformulujeme névod, jak postupovat pfi
hledani vézanych extrému funkef se spojitymi druhymi derivacemi:

1) ZapiSeme vazebné rovnice ve tvaru gy(z) = 0, k = 1,...,m a uréime hod-
nost matice G.

2) Vytvorime Lagrangeovu funkci L a uréfme staciondrni body funkce ¥
vzhledem k M.

3) Spocteme druhou derivaci Lagrangeovy fukce L ve stacionarnich bodech.
4) Urcime h € R™.

5) Vysetiime definitnost kvadratické formy (L"(z*)h, h).

9.2 Resené piiklady
Priklad 9.4. Najdéte lokélni extrémy funkce f(z,y) = 4z + 3y — 4 na
mnoziné M urcené rovnosti (z — 1)? + (y — 2)2 = 1.

Reseni. Ulohu budeme fesit metodou Lagrangeovych multiplikidtort s vaz-
bou g(z,y) = (z—1)?+(y—2)?—1 = 0. Matice G = (gg, gﬁ) = (20—-2,2y—4)
ma hodnost 1. Hodnost této matice by byla nulova pouze v piipade, ze

2c—-2=0 = z=1, 2y—4=0 = y=2,
Bod [1, 2] véak nevyhovuje vazebné podmince. Sestavime Lagrangeovu funkci
Lz, y, \) =4x+3y—4+ A(z - 1)*+ (y — 2)2 - 1),

spocteme jeji parcidlni derivace podle proménnych z, y a polozime je rovny
nule,

L,=44+2Xz—-1)=0 = :.c-—lz—;z\-
3
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Dosazenim vyjddrenych hodnot z — 1, y — 2 do rovnice vazby dostavame

o\? By 5 5
— i = 1 = ——, = -,
( ,\) “L( QA) TA="5 k=g

Pro A\; = —2 dopotitdme z; = 2 4 = 2 dostali jsme tak stacionarni
bod =} = [2,2]. Pro X\, = £ dopocitdme z, = 1, y, = I, dostali jsme tak

1 5 2 p 2 5 51 %
Lf;ta{:}onarm 5 O 1 = [% g]

Sestavime matici druhych parcidlnich derivaci Lagrangeovy funkce L:

g Lo L\ _[2% O
TN oLy dgg T LB 2

Dosadime do L” staciondrni body a pifsluiné hodnoty A:

__'E [ A = S =0 0 __?_ ThE - 50
A= 9’ L(ml)_({] ___5): )\2_"21 L(IQ)_'(D 5)

Nyni uréime h = (hy, hy) spliujici podminku (9.3). Pro bod z} = [%,
dostavdme G(z7) = (§,2) a

. 8 6 8 6 3
<G($1)?h) = <(5 5) (h1:h2)> = gh] + ghg =0 = h-l = —Zhg,

tj. h=(—3t,t), t € R. Tedy

- = 12
(L' (xi T, h) = (—%t,:‘,) ( 0 : _g ) ( t4t) = —1—651‘2 <0 prot#0.

V bodé z7 je podle véty 9.3 lokalni maximum.

Podobné pro bod 23 = [, {] dostévéme G(z3) = (—£, %) a

5]

8 6 8 6 3
(G(.‘L‘;),h) = <(—g,—g) 5 (h1h2)> = —ghl—ghg =1 = hl = —'zhg,

tj. h = (=3t,t), t € R. Tedy

3
(L"(x3)h, h) = (—gt,t) ( g g ) ( ;t) = %tz >0 prot#0.

V bodé z3 je podle véty 9.3 lokalni minimum.
Vysvétleme si geometricky vyznam tlohy. Grafem funkce f(z,y) = 4z+3y—4
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je rovina. Vazebnd rovnice (z — 1)®2 + (y — 2)? = 1 je rovnice kruznice se
stfedem v bodé S = [1,2], polomérem r = 1 lez{c{ v roviné zy. Hleddme
tedy extrémy v bodech kruznice. z-ové soufadnice téchto bodi, tj. funkénf
hodnoty odpovidajici bodiim kruznice, lezi na kfivce, kterd vznikne prinikem
valcové plochy uréené touto kruznici s danou rovinou. Prinikovou kiivkou je
elipsa. Situace je zndzornéna na obrazku 13.

Obrazek 13: Maximum a minimum funkce f na mnoziné M

Priklad 9.5. Urcete vazané extrémy funkce f(z,y) = 4Iny — z vzhledem
k podmince z? = y.

Reseni. Ulohu vyfesime dvéma zpusoby:.

1) Nejdiive tlohu budeme fesit metodou Lagrangeovych multiplikétorti s vaz-

bou g(z,y) = z%—y. Matice G = (gg, gﬁ) = (22, —1) md hodnost 1. Sestavime
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l

Priklad 13. Zjistéte lokaln{ extrémy funkee f(z,1) = 22412 vzhledem k mnoziné
vymezené rovnici 2z + 6y = 20.
Reseni. Rovnice 2z + 6y = 20 je vazebni podminkou, pfevedeme ji tedy do tvaru
g(z,y) = 0. Dostaneme
2z 4+ 6y —~20=0.
Nyni vypoéitame gradienty f a g
Vi(z.y) = (22,2y) a Vg(z,y) = (26).
V dalsim kroku musime najit bod [zo, o] pro ktery plati
(20, 2y0) = A - (2,6),
tedy
200=X-2 a 2y,=\-6.

Z prvni rovnice vyjadfime A, konkrétné \ = zy, dosadime do druhé rovnice a
upravime.

2yo = 6z

= Yo = 3xg
Navic musi bod (x¢, o) spliiovat g(zo, o) = 0, proto
22 + 1825 — 20 = 0

= x9=1

= Yo = 3
Dostali jsme tedy jediny podezfely bod [1,3].
Podobné bychom mohli nejprve zapsat Lagrangeovu funkci

L(z,y) = f(z,y) — A~ g(z,y) = 2° + y* — X (2z + 6y — 20),
zjistit jeji gradient a polozit ho rovny nulovému vektoru &
VL(z,y) = (22 — 2X,2y — 6)) = (0,0).

Opét uz pouze staci dopocitat body [zo, yo], pro které je rovnost splnéna a pro
které zdroveti plati g(zo,y) = 0. Extrém funkce f(z,y) = z2 + y® vzhledem
k mnoziné vymezené rovnici 2z + 6y = 20 miize nastavat pouze v bodé [LE]

Vime jiz tedy jak pomoci metody Lagrangeovych multiplikatort odhalit body,
ve kterych miize mit funkce vazany extrém vzhledem k néjaké mnoziné. Témto
bodiim fikame, podobné jako u funkei jedné proménné, body podezielé z ex-
trému, nebo prosté jen podezielé body. V odborné literatuie se pak castéji se-
tkdme s pojmem staciondrni body. Podefelé jim fikdme z toho diivodu, Ze ne
v kazdém takovém bodé extrém skuteéné nastava. Uz d¥ive, pfi vysetfovani abso-
lutnich a lokalnich extrémii funkce dvou proménnych, jsme si fekli, ze pro ovéfeni,
zda v podezfelém bodé& skute¢né extrém nastava, miizeme vyuZit matici druhych
parcidlnich derivaci. Podobné to bude i zde. Rozdil ovSem miiZe nastat v tzv. sed-
lovych bodech. V nich sice funkce dvou proménnych nemé extrém vzhledem ke
svému definiénimu oboru, ovSem extrém vzhledem k néjaké mnoZiné zde nastat
miiZe. Napiiklad pokud bychom §li z vrcholku jednoho kopce na vrchol druhého
pfes sedlovy bod, prévé v tomto bodé bychom byli v nejni#$i nadmoiské vysce
béhem nasi cesty.

Postacujici podminku existence extrému v jistém bodé si odvodime v nésle-
dujici ¢asti.
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sféfe v R, miizeme z rovnice 2 + y2 + 22 = 1 vypoditat napf. z a hledat extrémy
funkei

9x(z,y) = f(z,y,£V/1 —22 —y?) v kruhu {(z,y) e R?; 2® + 32 < 1};
lze téz piejit ke sférickym soufadnicim, tedy k funkei

-1

h(p, ) := f(cos¢ cosv,sinp cos?,sindd) v intervalu (0,27) x ( 5

T, 37).
Jindy se hodi napf. cylindrické nebo jiné kfivocaré soufadnice; vidy jde o to,
abychom transformaci soufadnic ziskali z f co nejjednodussi funkei.

Pravé uvedené pozndmky mély naznadit, ze pfi hledani extrémi funkei na varie-
tach nejsme odkazani jen na V.17.3 a Ze je vhodné pokusit se pfedem odhadnout,
ktera metoda povede v daném pfipadé k cili snadnéji; protoze zalezi na specifickych
vlastnostech pfislusné funkce a variety, obecna konkrétnéjsi rada neexistuje. [

Véta 17.3 podava jistou nutnou podminku, kterou musi spliiovat kazdy bod
z €V, vnémz ma f|V maximum nebo minimum; najdeme-li tedy viechna spo-
le¢nd fefeni & = (2,...,a,) rovnic (50)—(51), budou mezi nalezenymi FeSenimi
viechny body, v nichz ma f|V extrém.”) Cisla );, kterd se v této souvislosti na-
zyvaji Lagrangeovy neurtité koeficienty, maji jen pomocny charakter. Neni nutné
Je pocitat (i kdyz se tomu nékdy nevyhneme); spiSe se snazime co nejrychleji je eli-
minovat. Protoze soustava (p + g) rovnic (50) —(51) je obecné& nelinedrni a rovnice
nemusi byt dokonce ani algebraické, miZe byt jeji fefeni znaéné netrividlni, ne-li
nepiekonatelny problém. 0O

Uvedme dva piiklady vazanych extrémii:

Piklad 17.9. Hledejme extrémy funkce f(z,y) := 2? + 32 na nulové hlading V'
funkce

(52) F(z,y) := 52° — 6zy + 5y — 4.

Geometricky smysl (lohy: Vhodnym otodenim soufadnicovich os bychom se
mohli zbavit ,smiSeného &lenu“ 6xy, co# by ihned prozradilo, ze V = F_;(0) je
elipsa o stfedu v pocatku. Vzhledem k tomu, Ze f(z,y) je &tverec vzdalenosti bodu
(z,y) od pocatku, mime zjistit (bez otadeni os), které jeji body jsou nejméné a nej-
vice vzdalené od pocitku; tim zaroven uréime délku a polohu jejich poloos. #)

Ovéfeni predpokladii véty 17.3 ne¢ini potize: Protoze napf. F(2/+/5,0) = 0, je
V # 0; funkee f a F jsou tfidy Coo v R2 a V je varieta, protoze obé derivace

OF(z,y) _ . OF (z,y) _

se anuluji jen v poéatku, ktery ve V ziejmé nelezi.

7) Jedté jednou viak zdiiraznéme, Ze véta 17.3 existenci extrémi nezaruéuje.
8) Nas dalsi postup bude samoziejmé na téchto geometrickych pfedstavach nezdvisly,

193



Jakozto vzor uzaviené mnoziny {0} pfi spojitém zobrazeni F' je mnozina V uza-
viend. Z rovnosti F(x,y) = 0 plyne, ze 5(22 +y?) = 4+ 62y < 4+ 3 (2% +y?), takze
nerovnost 2(z? +y2) < 4 plati pro viechny body (z, y) € V'; to dokazuje, %e varieta
V' je omezena. V je tedy kompaktni a existence minima i maxima mnoziny f(V) je
zarucena.

Podle V.17.3 mame najit viechny body (z,y) € V, k nimz existuje A € R tak, ze

af(z,y) 4 9F(@,y) _po Yy | OF(zy)
oz Oz > Ay Ay

(54) =

tyto rovnice lze po dosazeni 0 f/0z = 2z, 8f /0y = 2y upravit na tvar
(55) (BA+1)z=3\y, (BA+1)y=3\z.

ProtoZe nemiize byt A = 0 = 35X + 1, je z t&chto rovnic patrné, 7e 1) 2y =0 =
r=y=0;2) (A=0)V(5A+1=0) = z =y =0; protoze bod (0,0) ve V nelez,
plyne z toho, ze vSechna étyfi éisla A, 5\ + 1, z, y jsou nenulova.

Delemm prvni rovnice v (55) druhou z nich ziskdme rovnost z/y = y/z neboli
y*> = 22 neboli y = 4+2. Dosadime-li y = (resp. y = —z) do rovnice F(z,y) = 0,
dostaneme rovnici 4z% = 4 (resp. 1622 = 4), kterd ma feSeni 2 = +1 (resp. z = +1).
Vsechny body, v nichz funkce flv nabyva minima nebo maxima, lezi tedy v mno-
ziné {(1,1), (-1,-1), —-3), (—3%,3)}; Lagrangeiiv koeﬁuent A npb_ylo tfeba
poditat. ?) Protoic f(1, 1) (__1 -I)=2a f(3,-3) = f(—3,3) = 5, nabyva
f|V v prvnich dvou bodech svého maxima, v druhych dvou sV cho minima.

Geometricky to znamend, Ze elipsa F(z, ;.-,.-) 0 (o stfedu v pocatku) ma poloosy
délek v2 a 1/1/2 \/_ pfi¢emz jeji hlavni osa (prochazejici body (1,1) a (—1,—1)) svira
s 0sou X uhel

Piiklad 17.10. Najdéme extrémy funkee f(z,y, 2) := zyz na nulové hlading W
vektorové funkce F' = (F), F3), kde

(56) Fi(z,y,2) =2+ y* + 2% — 4, B(z,9,2) i=(z - 1)+ 4% - 1.

Nulova hladina W funkce F je priinik sféry o stiedu (0, 0, 0) a poloméru 2 s vélco-
vou plochou, jejiz osa je rovnobéznd s osou z a jejiz priinik s rovinou xy je kruznice
o stfedu (1,0) a poloméru 1. Jak jiz vime z Pf.16.8, je tato hladina zniama pod
ndzvem Vivianiho kitvka; je kompaktni, protoZe je priinikem kompaktni mnoZiny
(F1)-1(0) (sféry) s uzavienou mnozinou (#2)_1(0) (vélcem).

Zkontrolujme, zdali plati predpoklady véty 17.3: Ob& funkce f a F jsou tFidy
Coo, v celém R3, pfidems

(571) B8 op, Doy 28

= 2z
oz

3y_y’g Z,

9) Pro étenafe, ktefi jsou obéas — tfeba ze zvédavosti — ochotni vyslechnout nebo udélat i néco
zbyteéného: V prvnim piipadé je A = —1/2, ve druhém ) = —1/8.
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Priklad 17.1°. Vysetiujme extrémy funkce
(1) flz,y) :=a% =222y + 3y v X :=(-1,1)%

Protoze f je tfidy Co v celé roviné, najdeme nejdfive vsechny jeji stacionarni
body. Snadno zjistime, ze funkce

of 9 of 9 5
2 I _ 3274 SLRNE P .
(2) e 3z xy, Dy % + 9y

maji jediny spoleény kofen, a to bod (0,0). Protoze f v ném nabyvd hodnoty 0
a protoze f je v nékterych bodech z X kladnd, v jinych zaporna (f(£1,0) = 1),
nemd f v bodé (0,0) Zddny extrém.

Protoze f v int X ani maxima, ani minima nenabyvé, lezi oba extrémy na hranici
X. Vzhledem k tomu, ze 0X je sjednocenim Ctyt tisecek, vySetiime funkce

(3)  qi(2) = f(z,-1) =2 +22° -3, go(x) = f(z,1) =2® — 22° + 3,
(4)  hi(y):=f(-Ly) =3y>—2y—1, ha(y) = f(l,y) =3y> —2y+1.

Derivace 322 + 42 a 322 — 4x funkci (3)!) jsou rovny nule po fadé v bodech 0,
7% a v bodech 0, %. Protoze body :I:(%, 1) nelezi v X, po¢itdme pouze hodnoty

(5/) f(_la_l): _2a f(oa_l) :_35 f(17_1):()7
(5”) f(=1,1) =0, f(0,1) =3, f(1,1) =2.

Derivace hf(y) = hh(y) = 9y* — 2 funkei (4) maji kofeny +c, kde ¢ := 1/2;
protoze hodnoty funkce f ve vrcholech ¢tverce X jsou jiz uvedeny v (57) a v (5”),
pocitame jen
(6") f(=1,—c) =3V2—-1=-037, f(-1,c)=—-3vV2—-1=-1.63,

(6") fl,—c)=1+34V2=163, f(l,c) =1— £/2=0.37.

Porovnéme-li hodnoty z (5') — (6”), vidime, ze
(7) M :=max f(X) = f(0,1) =3, m:=min f(X)= f(0,-1) = -3.

Pro v8echny body (x,y) € X, pro néz je (0,1) # (z,y) # (0, —1), plati pfitom ostré
nerovnosti m < f(x,y) < M.

Priklad 17.2°. Najdéme extrémy funkce
(8) flzy) =42 =30 — 4y + 9y v X :={(z,y); 2* +y*> <1}

f je opét tiidy Coe v R? a rovnice

Of 02 a_qo OF 0 o o_
(9) g~ 1207320, 50 =127 59 =0

jednodussi) dosadime do prvni rovnosti v (2) po fadé y = -1 ay = 1.
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15)

Hledani extrému funkce na mnoziné 10.

10. Hledani extrému funkce na mnoziné

Ukazeme si zakladni metody hledani nejvétsi a nejmensi hodnoty funkce vice re-
alnych proménnych na mnoziné (a bodd, ve kterych se téchto hodnot nabyva).
V pripadé, ze funkce nejvétsi a nejmensi hodnoty nenabyvéa, budeme hledat supre-
mum a infimum. Jak jsme se jiz zminili, budou nés zajimat predevsim funkce vice
proménnych. Presto bude uzitecné umét vysetrovat funkce jedné proménné, jejichz
extrémy hledame naptiklad pomoci vysetfeni monotonie. Hlavni metody jsou po-
psany v [Z, oddil 2.9].

Extrémtm ve smyslu predchoziho odstavce se ¢asto fika globdlni extrémy (nékdy
absolutni extrémy, viz [Z]), aby se odlisily od lokélnich extrémt. My budeme fikat
prosté extrémy, coz je jednak kratsi a jednak dostatecné urcujici.

§66. Asi nejdilezitéjsim prostfedkem hledani extrému je kombinace existencni
véty a ruznych nutnych podminek pro (lokélni) extrém (tzv. ,metoda podezie-
lych bodu*). Zakladni existenéni vétou je véta néasledujici.

Redlna funkce spojitd na neprazdné kompaktni mnozine M C R"™ nabyvd na M
svého maxima © minima.

Nejjednodussi nutnd podminka vychézi z pozorovani, ze nabyva-li se extrém v
néjakém vnitinim bodé mnoziny, pak je v tomto bodé i lokalni extrém, a z nésle-
dujici véty.

Necht G je podmnozina R™ a funkce f: G — R necht md v bodé a € G°

lokalni extréem. Pokud pro néjaké 1 = 1,...,n parcidlni derivace %(a) eristuge,

pak g—g{i(a) = 0.

Metoda spociva v tom, ze vylouc¢ime body, které nesplnuji nami uvazované
nutné podminky. Zbylym bodtm se 1ika ,,podezielé body“. Mezi nimi dale hleddme
ty, v nichz je funkéni hodnota nejvétsi nebo nejmensi. V nésledujicim ptikladu
ukazeme, jak uvedeny postup pouzijeme s pouzitim uvedené nutné podminky.

Pfiklad Najdéte minimum a maximum funkce f(z,y) = 2 — 3y? + xy
na mnoziné M = {(z,y) € R?: |z| < 1,|y| < 1}.

Reseni. Funkce f je polynom v proménnych = a y, je tedy spojitd na celém R 2.
Mnozina M je uzaviend (lze vyjadfit napf. jako prinik dvou mnozin, které jsou
vzorem uzavienych intervali pfi spojité funkci) a omezena (je totiz rovna uzavie-
nému c¢tverci o strané 2, se sttedem v pocatku a se stranami rovnobéznymi s osami,
je tedy obsazena v kruhu o poloméru /2 se stiedem v pocatku), je tudiz kompaktni.
Navic je M zfejmé neprazdna, a tak f nabyva na M svych extrémd.

Nyni jiz vime, ze f nabyva na M extrémi, zbyva tyto hodnoty urcit. Vyloucime
tedy body, kde extrém byt nemutize, pomoci uvedené nutné podminky. Mnozina M
vsak neni oteviena, musime proto rozlisit dva pripady.

a) Funkce f nabyva nékterého extrému v néjakém bodé vnitiku M. Protoze
f ma parcialni derivace prvniho fadu, musi byt v tomto bodé nulové. Plati tedy
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Metody Feseni vybranych Gloh z matematické analyzy

2 +y =0, =6y + x = 0, coz je splnéno pouze pro x = y = 0. Jediny bod vnitiku
M, kde f miiZe nabyvat extrému, je tedy bod (0,0), kde f(0,0) = 0.

b) Funkce f nabyva nékterého extrému na hranici M. Protoze M je uzaviena, je
jeji hranice rovna M\ M °, je tedy tvofena ¢tyfmi iseckami. Probereme je postupné.

i) x =1, y € [-1,1]. Na této tisecce mé funkce f tvar f(1,y) = 1 +vy — 3y=.
M4-li f extrém v bodé (1,y¢), pak funkce (jedné proménné) y — 1 + y — 3y?
mé extrém (stejného druhu) v bodé yo. To se mize stat bud v pfipadé, Ze yo je
krajnim bodem intervalu [—1, 1], nebo v pfipadé, Ze uvedena funkce jedné proménné
ma v yo nulovou derivaci (protoze derivace existuje). Prvni moznost dava body
(1,—1)a(1,1), pficemz f(1,—1) = =3 a f(1,1) = —1. Druha moznost dava rovnici
1 — 6y = 0, tedy bod (1,1/6), pricemz f(1,1/6) = 13/12.

ii) x = —1, y € [-1,1]. Na této tise¢ce m4 funkce f tvar f(—1,y) = 1—y— 3y2.
Podobné jako v pfedchozim bodu dostdvame jednak krajni body (—1,1) a (=1, —1),
pficemz f(—1,1) = —3 a f(—1,—1) = —1; a pak body, v nichz plati —1 — 6y = 0,
neboli bod (—1,—1/6). V ném méme f(—1,—1/6) = 13/12.

iii) y = 1, x € (—1,1). Zde krajni body vySetfovat nemusime, nebot jsme je
zahrnuli jiz v bodech i) a ii). Funkce f mé zde tvar f(x,1) = 2 +x — 3. Je-li v
néjakém bodé extrém, plati v ném 2x+ 1 = 0, coz spliiuje jen bod (—1/2,1). V ném
mame f(—1/2,1) = —13/4.

iv) y = —1, € (—1,1). Funkce f m4 zde tvar f(x,1) = 22 — 2 — 3. Je-li v
néjakém bodé extrém, plati v ném 2x — 1 = 0, coz spliiuje jen bod (1/2,—1). V ném
mame f(1/2,—-1) = —13/4.

Zbyva ucinit zavér. Vime, ze funkce f svych extrémt na M nabyva a ze jich
nemitize nabyvat mimo nalezenych devét bodl. Porovnanim hodnot ve zminénych
bodech zjistime, Ze maximum je rovno 13/12 a nabyva se ve dvou bodech (1,1/6)
a (—1,—1/6); a minimum je —13/4 a nabyva se v bodech (—1/2,1) a (1/2,—1). ®

Poznamenejme, ze pri vySetfovani funkce f na hranici mnoziny M v predchozim
prikladé jsme mohli vyuzit symetrie této funkce, konkrétné toho, ze f(—x,—y) =
f(z,y) pro (z,y) € R2. Pak vysledek ptipadu (ii) lze odvodit z p¥ipadu (i) a vysledek
piripadu (iv) lze odvodit z ptipadu (iii).

867. 7 teSeni prikladu v predchozim paragrafu je zfejmé, ze potiebujeme znat
nutné podminky pro extrém na hranici mnoziny. Ve zminéném prikladu bylo mozné
analyzu hranice jednoduse prevést na analyzu funkce jedné proménné. To je mozné i

v dalsich pripadech pomoci parametrizace hranice, naptiklad, je-li hranici kruz-
nice ¢i elipsa.

Piiklad Naleznéte extrémy funkce f(x,y) = x + y na mnoziné

M = {(z,y) € R?*: 42® +9* < 1}.

Reseni. Mnozina M je uzaviend (lze ji vyjadiit jako vzor uzavieného intervalu
pri spojitém zobrazeni) a omezena (z definujici nerovnosti je ziejmé, ze kazdy bod
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372 III. Diferencidlni pocet funkci vice proménnych

Ptiklad 3.5.11.

Urcete nejveétsi a nejmensi hodnotu funkce
flx,y) =x*—3y* —x+18y +4

na mnoZiné na mnoZiné M, kterd je ur¢ena nerovnostmi 0 < x <y < 4.

Reseni. ProtoZze mnoZina M je kompaktni a funkce f je na této mnoZziné spojita, hledané
body existuji. Nejdiive uréime staciondrni body funkce f, tj. vyfesime soustavu

fr(x,y) =2x—-1=0 & fy(x,y) =—6y+18=0.

Regenim je bod [1/2,3] s funkéni hodnotou f(1/2,3) = 123/4. Protoze [1/2,3] € M, je
tento bod jednim z kandidét(i na hledany globdlni extrém (nicméné neni potfeba urcovat
jeho lokdlni charakter).

Obrézek 3.5.37: Mnozina M z P¥ikladu 3.5.11.

Nyni se zaméfime na hranici mnoZziny M (viz Obrézek 3.5.37), kterou tvofi tfi tisecky:

(i) Usetku spojujici body A a B lze vyjadfit jako x = 0 pro 0 < y < 4, takZe z funkce
f(x,y) dostaneme funkci g(y) = —3y? + 18y + 4. Uréime staciondrni body funkce g,
tj. ¢'(y) = —6y+ 18 = 0. Odtud mame y = 3, coZ vyhovuje omezeni pro y. Proto [0, 3]
je dalsim kandidatem na globalni extrém s hodnotou £ (0, 3) = 31. Dal$imi kandidaty
jsou také krajni body této tsecky, takZe jesté vypocteme piislusné funkéni hodnoty,

§. £(A) = £(0,0) = 4a f(B) = £(0,4) = 28.

(i) Usetku spojujici body B a C Ize vyjadtit jakoy = 4 pro 0 < x < 4, takZe z funkce

2

f(x,y) dostaneme funkci h(x) = x= — x + 28. Uréime stacionarni body funkce 4, tj.

W(x) = 2x —1 = 0. Odtud mdme x = 1/2, coz vyhovuje omezeni pro x. Proto

(© Petr Hasil & Petr Zeméanek 30. prosince 2016



III. 5. Lok&lni a globalni extrémy funkci vice proménnych 373

[1/2,4] je dalsim kandidatem na globalni extrém s hodnotou f(1/2,4) = 111/4.
Dalsimi kandidaty jsou také krajni body této tisecky, takZe jesté vypocteme prislusné
funkéni hodnoty, tj. f(B) = f(0,4) =28a f(C) = f(4,4) = 40.

(ii) Usetku spojujici body C a A lze vyjad¥it jako y = x pro 0 < x < 4, takZe z funkce
f(x,y) dostaneme funkci m(x) = —2x? + 17x + 4. Ur¢ime stacionarni body funkce
m, §. m'(x) = —4x 4+ 17 = 0. Odtud mame x = 17/4, coZ nevyhovuje omezeni pro
x, . [17/4,17/4] ¢ M. Takze v tomto ptipadé jsou kandidaty pouze krajni body
této tsecky, v nichZ vypocteme piislusné funkéni hodnoty, tj. f(C) = f(4,4) =40 a

f(A) = f(0,0) = 4.

Celkem jsme nalezli 6 kandidatti na globalni extrém, ze kterych sta¢i vybrat ten s nejmens{
funkéni hodnotou a ten s nejvétsi funkéni hodnotou, tj. globalni minimum nastdvé v bodé
[0,0] s hodnotou finin = 4 a globalni maximum v bodé [4,4] s hodnotou fmax = 40. A

30. prosince 2016 (© Petr Hasil & Petr Zeméanek
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376 III. Diferencidlni pocet funkci vice proménnych

Ptiklad 3.5.13.

Urcete nejveétsi a nejmensi hodnotu funkce

flxy) = (x—y) 4+

na ¢tverci s vrcholy A = [2,0], B=10,2],C=[-2,0]aD = [0, —2].

Regeni. ProtoZze mnoZina M je kompakin{ a funkce f je na této mnoZiné spojitd, hledané
body existuji. Nejdfive ur¢ime staciondrni body funkce f, tj. vyfeSime soustavu

fr(x,y) =4x—-2y=0 & fy(x,y) = —2x+2y =0.

Resenim je pouze bod [0,0] s funkéni hodnotou £(0,0) = 0. ProtoZe [0,0] € M, je tento
bod jednim z kandidatti na hledany globdlni extrém (nicméné neni potteba urcovat jeho
lokélni charakter).

Obrazek 3.5.39: Mnozina M z Pfikladu 3.5.13.

Nyni se zaméfime na hranici mnoZziny M (viz Obrézek 3.5.39), kterou tvofi ¢tyfi tisecky:

(i) Usetku spojujici body A a B lze vyjadfitjakoy =2 — x pro 0 < x < 2, takZe z funkce
f(x,y) dostaneme funkci g(x) = (2x — 2)? + x2. Uréime staciondrni body funkce g,
tj. ¢'(x) = 10x — 8 = 0. Odtud mame x = 4/5, coZ vyhovuje omezeni pro x. Proto
[4/5,6/5] je dalsim kandiddtem na globalni extrém s hodnotou f(4/5,6/5) = 4/5.
Dalsimi kandidaty jsou také krajni body této tisecky, takZe jesté vypocteme piislusné
funkeni hodnoty, tj. f(A) = f(2,0) =8a f(B) = f(0,2) = 4.

(ii) Usetku spojujici body B a C lze vyjadfit jako y = x +2 pro —2 < x < 0, takZe
z funkce f(x,y) dostaneme funkci /(x) = 4 + x%. Ur¢ime stacionarni body funkce g,
tj. ¢'(x) = 2x = 0. Odtud mdme x = 0, coZ vyhovuje omezeni pro x. Proto [0,2] je

etr Has1 etr Zemane . prosince
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III. 5. Lokalni a globalni extrémy funkci vice proménnych 377

(iii)

(iv)

dal3im kandiddtem na globalni extrém, ktery je ale totoZny s bodem B, jehoz funkéni
hodnotu jsme vypocitali v pfedchozi ¢asti. Jesté zbyva urcit funkéni hodnotu ve dru-
hém krajnim bodé tsetky, tj. f(C) = f(—2,0) = 8.

Usecku spojujici body C a D lze vyjadiit jako y = —x — 2 pro —2 < x < 0, takZe
z funkce f(x,y) dostaneme funkci m(x) = (2x + 2)? + x2. Uréime stacionarni body
funkce m, . m'(x) = 10x + 8 = 0. Odtud mame x = —4/5, coZ vyhovuje ome-
zeni pro x. Proto [—4/5, —6/5] je dal$im kandiddtem na globélni extrém s hodnotou
f(—4/5,—6/5) = 4/5. Jesté vypocteme funkéni hodnotu ve druhém krajnim bodé
usecky, tj. f(D) = (0, —2) = 4.

Usecku spojujici body D a A lze vyjadtit jako y = x —2 pro 0 < x < 2, takZe
z funkce f(x,y) dostaneme funkci 7(x) = 4 + x%. Uréime stacionarni body funkce 7,
tj. n’(x) = 2x = 0. Odtud méme x = 0, coZ vyhovuje omezeni pro x. Proto [0, —2] je
dalsim kandid4tem na globdlni extrém, ktery je ale totozny s bodem D, jehoZ funkéni
hodnotu jsme vypocitali v pfedchozi ¢asti stejné jako funkéni hodnotu ve druhém
krajnim bodé tisecky.

Celkem jsme nalezli 7 kandidat(i na globalni extrém. Nyni sta¢i vybrat ten s nejmensi funk-

¢ni hodnotou a ten s nejvétsi funkéni hodnotou, tj. globalni minimum nastdva v bodé [0, 0]

s hodnotou fimin = 0 a globalni maximum v bodech [2,0] a [—2,0] s hodnotou fmax = 8. A
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Dosadime-li z = 7 a pouZijeme-li (7) = 0, dostaneme ¢'(7) = 0 a ¢”(7) = 0.

fiklad A4 : Mnozina M je omezend a uzaviena, a proto je kompaktni. Funkce f je
pojita na M, takZe na M nab§va svého maxima i minima. Spo¢téme parcialni derivace
funkce f a zkoumejme, zda uvnit¥ mnozin M existuje bod, kde jsou obé parcialni derivace

funkce f nulové.

3

of _ of _ .a ‘ .
%(:ﬂ,y) ‘_4$ y'-‘ 8y(3ﬂjy)_x 4 [j‘?y] E]R .

Obé parcidlni derivace jsou nulové pro [0,y]; y € (—2,2). Hranici mnoziny M si rozdélme
na dvé ¢asti:

H ={[z,y) € R%} z* +y* = 16,2 > -1}, Hy = {[-1,y] € R* y € (— V15, V15)}.
Pro nalezeni podeztelych bodii na mnozing H; pouzijeme metodu Lagrangeovych multipli-

katoru. Vazebna podminka je uréena funkei g(z,y) = 2% + y* — 16, ktera je (stejné jako f)
t¥idy C'(R?). Pro parcidlni derivace funkce g plati

0 3]
a_,i(:cay) :41'31 a_i(mt?) :493} [‘Tat] ERQ'

Pro kazdé [z,y] € H; plati —g%(:r,y), g-g(m, y)) # (0,0). Redme nasledujici soustavu

(1) z* + y* =16,
(2) 4x3y = Maz3,
(3) z* = My?.

Z (2) vyplyva, 7e x = 0 nebo y = X\. V prvnim piipadé dostaneme z (1), e y =22, ¥
druhém p¥ipadé dostaneme z (3), Ze x = v/2y nebo z = —+/2y. Dosazenim do (1) obdrzime
body

[2\/52 [2\/5 2 [2\/52 2v2 2
Posledni dva body ovSem nespliuji podminku z > —1.
Zkoumejme chovani na mnoZiné H,. Funkce f mé na H, tvar:

f(-Ly)=y  ye(-V15V15).
Dalsimi podezielymi body tedy jsoun
-1, V18],  [-1,-V13]

Porovnéanim funkénich hodnot v podezielych bodech zjistime, 7e f nabjv4 maxima na

mnoziné M v bodé [2@/@, %} a minima v bodé [2—3\%, —qj—g]



Funkce [' je definovédna na R? a pro jeji parcialni derivace plat:
oOF

—(5[?., y) = Smsy e 3332 = Y,

oz

OF

—(z,y) = 22" + 3y* + z.

dy

Obé parcialni derivace jsou na R? spojité, stejné jako jejich parcialni derivace, tj. F €
C%(R?). Déle plati F(1,0) =0 a g—;(l, 0) = 3 # 0. Tim jsme ovéfili, Ze nade rovnice uréuje
v jistém okoli bodu [1,0] implicitné zadanou funkci proménné z, ktera sama je t¥idy C2.
Funkci ozna¢me ¢ a jeji derivace vypocitejme postupnym derivovanim vztahu

20 0(@) + % + p(a)® + 2p(@) — 1 =0,
82°p(z) + 22 ¢ (z) + 32 + 3p(2)%¢' (z) + p(z) + z¢' (2) = O,
242%p(z) + 82°/(x) + 8%/ (z) + 207" (2) + 62 + 6p(2)('(2))? + 3p()" ()
+¢'(z) + ¢/ (z) + z¢" (z) = 0.

Dosadime-li z = 1 a pouzijeme-li ¢(1) = 0, dostaneme ¢’(1) = —1 a ¢"(1) = 4.

Priklad B4 : MnoZina M je omezeni a uzaviena, a proto je kompaktni. Funkce f je
spojitda na M, takze na M nabyva svého maxima i minima. Spoc¢téme parcialni derivace
funkce f a zkoumejme, zda uvnitf mnoZiny M existuje bod, kde jsou obé parcidlni derivace
funkce f nulové.

of o

= OF . o o 2 gl
o1 '.'y) =2, _—(:va) =4, [:E?y] € R”.

oy

Obé parcidlni derivace jsou vzdy nenulové a proto f nabyvéa extrémii na hranici M. Hranici
mnoziny M si rozdélme na t¥i ¢asti:

Hy={z,y) eR? Yz + yy=1,2>0, y > 0},
H> = {[0,y] e R* y € (0,1)},
H3 = {[z,0] € R* z € (0,1)}.

Pro nalezeni podezielych bodii na mnoZing H; pouZijeme metodu Lagrangeovych multipli-
katori. Vazebnd podminka je urcena funkei g(z,y) = /z + Wy — 1, ktera je (stejné jako
f) tiidy C' na prvnim otevieném kvadrantu. Pro parcilni derivace funkce g plati

dg I . 0 1 .
5, (@ y) = 274, %(-’Esy): v z>0,y>0

Pro kazdé [z,y] € H, plati (ggf(ac,y), gﬁ(m, y)) # (0,0). Re¥me nasledujici soustavu

(1) \4/5_1' \4/@: 11
(2) 2= Aim_e’“,

1
(3) Hi= )\Zy_g'm.



Z (2) a (3) vyplyvé, ze x = 23/2y. Dosazenim do (1) obdrzime podezfely bod

243 1
(21/3 -+ 1)4 ¥ (21/3 + 1)4

Zkoumejme chovani na mnoziné Hs. Funkce f mé na H, tvar:

fO,y) =4y, ye(0,1).

Dal8imi podezielymi body tedy jsou [0, 0], [0,1].
Podobné zkoumejme chovani na mnoziné Hz. Funkce f ma na Hj tvar:

Fl&,0)= 29, z € (0,1).

Podezrelymi body tedy jsou [0,0], [1,0].
Porovnanim funkénich hodnot v podezfeljch bodech zjistime, %e f nabyva maxima na
mnoZziné M v bodé [0,1] a minima v bodé [0, 0].

Priklad B5 : Funkce, kterou mame integrovat, je definovdna na R\ {—1}. RozloZme nasi
funkei na parcialni zlomky:

222 + 31 +2 1 Loy |

(x+1)(z2+2+1) &m+1+m2+m+1'

Nyni integrujme jednotlivé parcialni zlomky:

1 c
/ dz = log |z + 1|,
-1

/’ T+1 i 1/ 2r +1 d +1/ dx
—_—dr = — _— —_ —
24+r+1 2) 2+z+1 a 2) 224241

= %log(:r2+:f:+1

1 dx
)+§f($+1/2)2+3/4
dx
2 +1)/v3)2+1

e 1 1 2z +1
= Zlog(z®? +xz+ 1) + — arct (—)
5 g( ) 7 e =z

1. ., 1 4
e = - 15 W
2log(:c + 1+ )-|-2 3/((

Dohromady tedy mame

/ 222 + 31 + 2
(

c 1 1 2$_+_1
B = 1 —1 2
1*+1)(-’I?2+3:+1)d" log |z + |+20g(3: +:‘C+1)+—arctg( )

V3

o

na intervalech (—oo, —1) a (—1, +00).
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Priklad F4 : MnoZina M je omezend a uzaviens (Jedna se o elipsu), a proto je kompaktni.
“unkce f je spojita na M, tak¥e na M nabyva svého maxima i minima. Hledejme nejprve
podezielé body uvnitf mnoziny M. Pro parcialni derivace funkce [ plati:

0

gg(x, y) =2z - ¢~ (22707 4 (22 + Ty e~ (2= (—4x),
0 52,2 52,2
%(r,y) =1y e 20 4 @ 4 7y)em 0 (gy),
Uvnitf mnoziny M hleddme ty body, kde Jsou obé parcidlni derivace nulové. To jsou pravé
ty body z M, které spliji

2z(1 - 2(z® + 7y%)) =0,
2y(7 — (2% + 792)) = 0.
Resenim této soustavy jsou body [0,0], [1/v2,0], [~1/v/2,0], [0, 1], [0,—1], pouze prvni
t¥i vSak lezi uvnitf mnoZiny M.
Podezielé body na hranici M hledejme metodou Lagrangeovych multiplikdtord. Mno-
zina H(M) je ur¢ena pomoci vazebné funkce

9(z,y) = 2° + 4y? — 1.
Funkee f i g jsou t¥idy C!(R?). Pro parcialni derivace g plati

dg _ Jg "
5, (%1Y) = 2, 83{(&"-}9) = 8y.

Vektor (2z,8y) je nulovy, pravé kdy? [z,y] = [0,0]. Tento bod oviem nelezi na hranici
mnoziny M. Nyni budeme fesit ndsledujici soustavu

(1) 2z - e~ (22" +y%) 4 (22 + Ty?)e~ =437 (—4z) = 2z,
(2) 14y - e~ (22" 497) (@2 + 7y?)e =) (—2y) = 8\y,
(3) 7%+ 4% = 1.

Z (1) vyplyvé, ze x = 0 nebo e~ 22" +¥™)(1 — 2(z® + 7y%)) = A az (2) vyplyva, Fe y = 0
nebo e~ (2" 4% (7 — (32 4. 7y?)) = 4X. Pokud z = 0, pak podle (3) je y = £1/2. Pokud
y =0, pak podle (3) je z = +1. V pfipadé, e z £ 0 a y # 0, musi byt

46N (1 _2(2% 4 TyP)) = e~ B H)(7 _ (22 4 7y2)).

Odtud plyne 7(z* + 7y?) = —3, co? je spor.
Nalezli jsme tyto podezielé body

[030]1 [1/\/5}0]? [—1;’\/5,0], [0*1/2]3 [O}_-1X2]! [1?0].‘ [_1’0]'

Funkce f nabyva maxima v bodech [0,1/2], [0, —1/2] a minima v bodé [0, 0].
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Bonusové piiklady

Farmér a farméarka maji 100 m pletiva a radi by oplotili pozemek pro ovce tak, aby
mél co nejvétsi plochu. Trvaji na tom, ze pozemek bude mit tvar obdélniku. Jezto
je u feky, staci jej oplotit ze 3 stran. Jaké bude zadani za pomoci Lagrangeovych
multiplikdtoru?

Ve kterém z bodu A, B, C, D se nachézi
minimum funkce f(z,y) = y vzhledem
ke kfivce na obrazku?

Zdroj: https://www.cpp.edu/conceptests/question-library /mat214.shtml
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