


pro hodnotu λ = λ3 = λ4 = −1.
Sestav́ıme matici druhých parciálńıch derivaćı Lagrangeovy funkce L:

L�� =

�
Lxx Lxy

Lyx Lyy

�
=

�
2 + 2λ 0
0 2λ

�
.

Dosad́ıme do L�� stacionárńı body a př́ıslušné hodnoty λ:

λ1 = −1

2
, L��(x∗

1) =

�
1 0
0 −1

�
, λ2 =

1

2
, L��(x∗

2) =

�
3 0
0 1

�
,

λ3 = λ4 = −1, L��(x∗
3) = L��(x∗

4) =

�
0 0
0 −2

�
.

Nyńı urč́ıme h = (h1, h2) splňuj́ıćı podmı́nku (9.3). Nejdř́ıve vyšeťŕıme body
x∗1 = [0, 1] a x∗

2 = [0,−1]. Dostáváme G(x∗
1) = (0, 2) = −G(x∗

2) a

�G(x∗
1), h� = 2h2 = 0 ⇒ h2 = 0, tj. h = (t, 0), t ∈ R.

Pro x∗
2 má h splňuj́ıćı podmı́nku (9.3) stejný tvar. Tedy

�L��(x∗
1)h, h� = (t, 0)

�
1 0
0 −1

� �
t

0

�
= t2 > 0 pro t �= 0.

V bodě x∗
1 je podle věty 9.3 lokálńı minimum.

Podobně pro bod x∗
2.

�L��(x∗
2)h, h� = (t, 0)

�
3 0
0 1

� �
t

0

�
= 3t2 > 0 pro t �= 0.

V bodě x∗
2 je podle věty 9.3 lokálńı minimum.

Dále vyšeťŕıme bod x∗
3 = [

√
3

2
, 1

2
]. Dostáváme G(x∗

3) = (
√

3, 1) a

�G(x∗
3), h� =

√
3h1 + h2 = 0 ⇒ h2 = −

√
3h1, tj. h =

�
t,−

√
3t

�
, t ∈ R.

Tedy

�L��(x∗
3)h, h� =

�
t,−

√
3t

� �
0 0
0 −2

� �
t

−
√

3t

�
= −6t2 < 0 pro t �= 0.

V bodě x∗
3 je podle věty 9.3 lokálńı maximum.

Podobně pro bod x∗
4 = [−

√
3

2
, 1

2
]. G(x∗

4) = (−
√

3, 1) a

�G(x∗
4), h� =

√
3h1 + h2 = 0 ⇒ h2 =

√
3h1, tj. h =

�
t,
√

3t
�
, t ∈ R.
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Tedy

�L��(x∗
4)h, h� =

�
t,
√

3t
� �

0 0
0 −2

� �
t√
3t

�
= −6t2 < 0 pro t �= 0.

V bodě x∗
4 je podle věty 9.3 lokálńı maximum.

2) Jiný zp̊usob řešeńı úlohy spoč́ıvá v jednoznačném vyjádřeńı proměnné y
z vazby g(x, y) = x2 + y2 − 1 = 0, tj. y = ±

√
1− x2. Úloha se tedy rozpadá

na dvě části.
(1) Budeme uvažovat y =

√
1− x2. Tento vztah dosad́ıme do zadané funkce

f(x, y) = x2 + y a dostaneme funkci jedné proměnné

F (x) = f(x,
√

1− x2) = x2 +
√

1− x2.

Nyńı hledáme extrém funkce jedné proměnné F (x):

F �(x) = 2x− x√
1− x2

= 0 ⇒ x1 = 0, x2 =

√
3

2
, x3 = −

√
3

2
.

Do druhé derivace

F ��(x) = 2− 1√
1− x2

− x2

�
(1− x2)3

= 2− 1�
(1− x2)3

postupně dosad́ıme stacionárńı body. Tedy dostáváme

x1 = 0 ⇒ F ��(0) = 1 > 0 ⇒ lokálńı minimum,

→ dopočteme y = 1 ⇒ [0, 1] vázané lokálńı minimum,

x2 =

√
3

2
⇒ F ��(

√
3

2
) = −6 < 0 ⇒ lokálńı maximum,

→ dopočteme y = 1
2
⇒ [

√
3

2
, 1

2
] vázané lokálńı maximum,

x3 = −
√

3

2
⇒ F ��(−

√
3

2
) = −6 < 0 ⇒ lokálńı maximum,

→ dopočteme y = 1
2
⇒ [−

√
3

2
, 1

2
] vázané lokálńı maximum.

(2) Budeme uvažovat y = −
√

1− x2. Vztah dosad́ıme do zadané funkce
f(x, y) = x2 + y a dostaneme funkci jedné proměnné

F (x) = f(x,−
√

1− x2) = x2 −
√

1− x2.
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Hledáme extrém funkce jedné proměnné F (x):

F �(x) = 2x +
x√

1− x2
= 0 ⇒ x

�
2 +

1√
1− x2

�
= 0 ⇒ x4 = 0.

Do druhé derivace

F ��(x) = 2 +
1√

1− x2
+

x2

�
(1− x2)3

= 2 +
1�

(1− x2)3

dosad́ıme za x bod x4 = 0. Dostáváme F ��(0) = 1 > 0, tedy jedná se o lokálńı
minimum. Dopočteme y = −1. Odtud zadaná funkce f má v bodě [0,−1]
vázané lokálńı minimum.

3) Daľśı možnost́ı jak úlohu řešit je pomoćı parametrizace. Vazba je jednot-
ková kružnice, tud́ıž můžeme pro parametrizaci použ́ıt polárńı souřadnice s
poloměrem r = 1, pak x = cos t, y = sin t pro t ∈ (0, 2π]. Polárńı souřadnice
dosad́ıme do zadané funkce f a dostaneme funkci jedné proměnné

F (t) = f(cos t, sin t) = cos2 t + sin t.

Ve výpočtu pokračujeme dál jako při hledáńı extrémů funkce jedné proměnné.

F � = −2 cos t sin t + cos t = 0 ⇒ cos t = 0 ∨ sin t =
1

2
.

Z prvńı rovnosti cos t = 0 dostáváme stacionárńı body t 1 = π
2
, t2 = 3π

2
.

Z druhé rovnosti sin t = 1
2

máme stacionárńı body t3 = π
6
, t4 = 5π

6
. Tyto

body nyńı dosad́ıme do druhé derivace

F ��(t) = 2 sin2 t− 2 cos2 t− sin t.

Tedy v bodě

t1 =
π

2
⇒ F ��(t1) = 1 > 0 ⇒ lokálńı minimum,

t2 =
3π

2
⇒ F ��(t2) = 3 > 0 ⇒ lokálńı minimum,

t3 =
π

6
⇒ F ��(t3) = −3

2
< 0 ⇒ lokálńı maximum,

t4 =
5π

6
⇒ F ��(t3) = −3

2
< 0 ⇒ lokálńı maximum.
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Parametrizaćı se vrát́ıme zpět k proměnným x, y a dostáváme

t1 =
π

2
⇒ x = cos t1 = 0, y = sin t1 = 1,

⇒ [0, 1] vázané lokálńı minimum,

t2 =
3π

2
⇒ x = cos t2 = 0, y = sin t2 = −1,

⇒ [0,−1] vázané lokálńı minimum,

t3 =
π

6
⇒ x = cos t3 =

√
3

2
, y = sin t3 =

1

2
,

⇒
�√

3

2
,
1

2

�
vázané lokálńı maximum,

t4 =
5π

6
⇒ x = cos t4 = −

√
3

2
, y = sin t4 =

1

2
,

⇒
�
−
√

3

2
,
1

2

�
vázané lokálńı maximum.

Př́ıklad 9.7. Najděte lokálńı extrémy funkce f(x, y, z) = x − y + 3z na
množině určené rovnićı x2 + y2 + 4z2 = 4.

Řešeńı. Př́ıklad budeme řešit metodou Lagrangeových multiplikátor̊u s vaz-
bou g(x, y, z) = x2 + y2 + 4z2 − 4 = 0. Hodnost matice G = ( ∂g

∂x
, ∂g

∂y
, ∂g

∂z
) =

(2x, 2y, 8z) je r̊uzná od 1 pouze v nulovém bodě, který však nevyhovuje va-
zebné podmı́nce. Ṕı̌seme Lagrangeovu funkci

L(x, y, z,λ) = x− y + 3z + λ(x2 + y2 + 4z2 − 4).

Spočteme derivace a polož́ıme je rovny nule,

Lx = 1 + 2xλ = 0 ⇒ x = − 1

2λ

Ly = −1 + 2yλ = 0 ⇒ y =
1

2λ

Lz = 3 + 8zλ = 0 ⇒ z = − 3

8λ
.

Vyjádřené x, y, z dosad́ıme do rovnice vazby x 2 + y2 + 4z2 = 4 a dostáváme
λ = ±

√
17
8

, tj. λ1 =
√

17
8

, λ2 = −
√

17
8

. Tomu odpov́ıdaj́ı stacionárńı body
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Příklad 17.1o. Vyšetřujme extrémy funkce

(1) f(x, y) := x3 − 2x2y + 3y3 v X := h−1, 1i2.

Protože f je třídy C∞ v celé rovině, najdeme nejdříve všechny její stacionární
body. Snadno zjistíme, že funkce

(2)
∂f

∂x
= 3x2 − 4xy ,

∂f

∂y
= −2x2 + 9y2

mají jediný společný kořen, a to bod (0, 0). Protože f v něm nabývá hodnoty 0
a protože f je v některých bodech z X kladná, v jiných záporná (f(±1, 0) = ±1),
nemá f v bodě (0, 0) žádný extrém .
Protože f v intX ani maxima, ani minima nenabývá, leží oba extrémy na hranici

X . Vzhledem k tomu, že ∂X je sjednocením čtyř úseček, vyšetříme funkce

g1(x) := f(x,−1) = x3 + 2x2 − 3 , g2(x) := f(x, 1) = x3 − 2x2 + 3 ,(3)

h1(y) := f(−1, y) = 3y3 − 2y − 1 , h2(y) := f(1, y) = 3y3 − 2y + 1 .(4)

Derivace 3x2 + 4x a 3x2 − 4x funkcí (3) 1) jsou rovny nule po řadě v bodech 0,
− 4
3
a v bodech 0, 4

3
. Protože body ±( 4

3
, 1) neleží v X , počítáme pouze hodnoty

f(−1,−1) = −2 , f(0,−1) = −3 , f(1,−1) = 0 ,(5′)

f(−1, 1) = 0 , f(0, 1) = 3 , f(1, 1) = 2 .(5′′)

Derivace h′

1
(y) = h′

2
(y) = 9y2 − 2 funkcí (4) mají kořeny ±c, kde c := 1

3

√
2;

protože hodnoty funkce f ve vrcholech čtverce X jsou již uvedeny v (5 ′) a v (5′′),
počítáme jen

f(−1,−c) = 4

9

√
2− 1

.
= −0.37 , f(−1, c) = − 4

9

√
2− 1

.
= −1.63 ,(6′)

f(1,−c) = 1 + 4
9

√
2

.
= 1.63 , f(1, c) = 1− 4

9

√
2

.
= 0.37 .(6′′)

Porovnáme-li hodnoty z (5 ′) – (6′′), vidíme, že

(7) M := max f(X) = f(0, 1) = 3 , m := min f(X) = f(0,−1) = −3 .

Pro všechny body (x, y) ∈ X , pro něž je (0, 1) 6= (x, y) 6= (0,−1), platí přitom ostré
nerovnosti m < f(x, y) < M .

Příklad 17.2o. Najděme extrémy funkce

(8) f(x, y) := 4x3 − 3x− 4y3 + 9y v X := {(x, y); x2 + y2 ≤ 1} ;

f je opět třídy C∞ v R2 a rovnice

(9)
∂f

∂x
= 12x2 − 3 = 0 ,

∂f

∂y
= −12y2 + 9 = 0

1) Funkce (3) buď skutečně derivujeme, nebo (což je zejména ve složitějších případech asi
jednodušší) dosadíme do první rovnosti v (2) po řadě y = −1 a y = 1.
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Hledání extrémů funkce na množině 10.

10. Hledání extrémů funkce na množině

Ukážeme si základní metody hledání největší a nejmenší hodnoty funkce více re-
álných proměnných na množině (a bodů, ve kterých se těchto hodnot nabývá).
V případě, že funkce největší a nejmenší hodnoty nenabývá, budeme hledat supre-
mum a infimum. Jak jsme se již zmínili, budou nás zajímat především funkce více
proměnných. Přesto bude užitečné umět vyšetřovat funkce jedné proměnné, jejichž
extrémy hledáme například pomocí vyšetření monotonie. Hlavní metody jsou po-
psány v [Z, oddíl 2.9].
Extrémům ve smyslu předchozího odstavce se často říká globální extrémy (někdy

absolutní extrémy, viz [Z]), aby se odlišily od lokálních extrémů. My budeme říkat
prostě extrémy, což je jednak kratší a jednak dostatečně určující.

§66. Asi nejdůležitějším prostředkem hledání extrémů je kombinace existenční
věty a různých nutných podmínek pro (lokální) extrém (tzv. „metoda podezře-
lých bodů�). Základní existenční větou je věta následující.
Reálná funkce spojitá na neprázdné kompaktní množině M ⊂ Rn nabývá na M

svého maxima i minima.
Nejjednodušší nutná podmínka vychází z pozorování, že nabývá-li se extrém v

nějakém vnitřním bodě množiny, pak je v tomto bodě i lokální extrém, a z násle-
dující věty.
Nechť G je podmnožina Rn a funkce f : G → R nechť má v bodě a ∈ G◦

lokální extrém. Pokud pro nějaké i = 1, . . . , n parciální derivace ∂f
∂xi
(a) existuje,

pak ∂f
∂xi
(a) = 0.

Metoda spočívá v tom, že vyloučíme body, které nesplňují námi uvažované
nutné podmínky. Zbylým bodům se říká „podezřelé body�. Mezi nimi dále hledáme
ty, v nichž je funkční hodnota největší nebo nejmenší. V následujícím příkladu
ukážeme, jak uvedený postup použijeme s použitím uvedené nutné podmínky.

P ř í k l a d Najděte minimum a maximum funkce f(x, y) = x 2 − 3y2 + xy
na množině M = {(x, y) ∈ R2 : |x| ≤ 1, |y| ≤ 1}.

Řešení. Funkce f je polynom v proměnných x a y, je tedy spojitá na celém R 2.
Množina M je uzavřená (lze vyjádřit např. jako průnik dvou množin, které jsou
vzorem uzavřených intervalů při spojité funkci) a omezená (je totiž rovna uzavře-
nému čtverci o straně 2, se středem v počátku a se stranami rovnoběžnými s osami,
je tedy obsažena v kruhu o poloměru

√
2 se středem v počátku), je tudíž kompaktní.

Navíc je M zřejmě neprázdná, a tak f nabývá na M svých extrémů.
Nyní již víme, že f nabývá naM extrémů, zbývá tyto hodnoty určit. Vyloučíme

tedy body, kde extrém být nemůže, pomocí uvedené nutné podmínky. Množina M
však není otevřená, musíme proto rozlišit dva případy.
a) Funkce f nabývá některého extrému v nějakém bodě vnitřku M . Protože

f má parciální derivace prvního řádu, musí být v tomto bodě nulové. Platí tedy
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Metody řešení vybraných úloh z matematické analýzy

2x+ y = 0, −6y + x = 0, což je splněno pouze pro x = y = 0. Jediný bod vnitřku
M , kde f může nabývat extrému, je tedy bod (0, 0), kde f(0, 0) = 0.
b) Funkce f nabývá některého extrému na hraniciM . ProtožeM je uzavřená, je

její hranice rovnaM \M ◦, je tedy tvořena čtyřmi úsečkami. Probereme je postupně.
i) x = 1, y ∈ [−1, 1]. Na této úsečce má funkce f tvar f(1, y) = 1 + y − 3y 2.

Má-li f extrém v bodě (1, y0), pak funkce (jedné proměnné) y �→ 1 + y − 3y 2
má extrém (stejného druhu) v bodě y 0. To se může stát buď v případě, že y 0 je
krajním bodem intervalu [−1, 1], nebo v případě, že uvedená funkce jedné proměnné
má v y0 nulovou derivaci (protože derivace existuje). První možnost dává body
(1,−1) a (1, 1), přičemž f(1,−1) = −3 a f(1, 1) = −1. Druhá možnost dává rovnici
1− 6y = 0, tedy bod (1, 1/6), přičemž f(1, 1/6) = 13/12.
ii) x = −1, y ∈ [−1, 1]. Na této úsečce má funkce f tvar f(−1, y) = 1− y− 3y 2.

Podobně jako v předchozím bodu dostáváme jednak krajní body (−1, 1) a (−1,−1),
přičemž f(−1, 1) = −3 a f(−1,−1) = −1; a pak body, v nichž platí −1− 6y = 0,
neboli bod (−1,−1/6). V něm máme f(−1,−1/6) = 13/12.
iii) y = 1, x ∈ (−1, 1). Zde krajní body vyšetřovat nemusíme, neboť jsme je

zahrnuli již v bodech i) a ii). Funkce f má zde tvar f(x, 1) = x 2 + x − 3. Je-li v
nějakém bodě extrém, platí v něm 2x+1 = 0, což splňuje jen bod (−1/2, 1). V něm
máme f(−1/2, 1) = −13/4.
iv) y = −1, x ∈ (−1, 1). Funkce f má zde tvar f(x, 1) = x2 − x − 3. Je-li v

nějakém bodě extrém, platí v něm 2x−1 = 0, což splňuje jen bod (1/2,−1). V něm
máme f(1/2,−1) = −13/4.
Zbývá učinit závěr. Víme, že funkce f svých extrémů na M nabývá a že jich

nemůže nabývat mimo nalezených devět bodů. Porovnáním hodnot ve zmíněných
bodech zjistíme, že maximum je rovno 13/12 a nabývá se ve dvou bodech (1, 1/6)
a (−1,−1/6); a minimum je −13/4 a nabývá se v bodech (−1/2, 1) a (1/2,−1). �

Poznamenejme, že při vyšetřování funkce f na hranici množinyM v předchozím
příkladě jsme mohli využít symetrie této funkce, konkrétně toho, že f(−x,−y) =
f(x, y) pro (x, y) ∈ R2. Pak výsledek případu (ii) lze odvodit z případu (i) a výsledek
případu (iv) lze odvodit z případu (iii).

§67. Z řešení příkladu v předchozím paragrafu je zřejmé, že potřebujeme znát
nutné podmínky pro extrém na hranici množiny. Ve zmíněném příkladu bylo možné
analýzu hranice jednoduše převést na analýzu funkce jedné proměnné. To je možné i
v dalších případech pomocí parametrizace hranice, například, je-li hranicí kruž-
nice či elipsa.

P ř í k l a d Nalezněte extrémy funkce f(x, y) = x+ y na množině

M = {(x, y) ∈ R2 : 4x2 + y2 ≤ 1}.

Řešení. Množina M je uzavřená (lze ji vyjádřit jako vzor uzavřeného intervalu
při spojitém zobrazení) a omezená (z definující nerovnosti je zřejmé, že každý bod
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372 III. Diferenciální počet funkcí více proměnných

Příklad 3.5.11.

Určete největší a nejmenší hodnotu funkce

f (x, y) = x2 − 3y2 − x + 18y + 4

na množině na množině M, která je určena nerovnostmi 0 ≤ x ≤ y ≤ 4.

Řešení. Protože množina M je kompaktní a funkce f je na této množině spojitá, hledané
body existují. Nejdříve určíme stacionární body funkce f , tj. vyřešíme soustavu

fx(x, y) = 2x − 1 = 0 & fy(x, y) = −6y + 18 = 0.

Řešením je bod [1/2, 3] s funkční hodnotou f (1/2, 3) = 123/4. Protože [1/2, 3] ∈ M, je
tento bod jedním z kandidátů na hledaný globální extrém (nicméně není potřeba určovat
jeho lokální charakter).

y = x

y = 4

x = 4

A

B C

Obrázek 3.5.37: Množina M z Příkladu 3.5.11.

Nyní se zaměříme na hranici množiny M (viz Obrázek 3.5.37), kterou tvoří tři úsečky:

(i) Úsečku spojující body A a B lze vyjádřit jako x = 0 pro 0 ≤ y ≤ 4, takže z funkce
f (x, y) dostaneme funkci g(y) = −3y2 + 18y + 4. Určíme stacionární body funkce g,
tj. g�(y) = −6y+ 18 = 0. Odtud máme y = 3, což vyhovuje omezení pro y. Proto [0, 3]
je dalším kandidátem na globální extrém s hodnotou f (0, 3) = 31. Dalšími kandidáty
jsou také krajní body této úsečky, takže ještě vypočteme příslušné funkční hodnoty,
tj. f (A) = f (0, 0) = 4 a f (B) = f (0, 4) = 28.

(ii) Úsečku spojující body B a C lze vyjádřit jako y = 4 pro 0 ≤ x ≤ 4, takže z funkce
f (x, y) dostaneme funkci h(x) = x2 − x + 28. Určíme stacionární body funkce h, tj.
h�(x) = 2x − 1 = 0. Odtud máme x = 1/2, což vyhovuje omezení pro x. Proto
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[1/2, 4] je dalším kandidátem na globální extrém s hodnotou f (1/2, 4) = 111/4.
Dalšími kandidáty jsou také krajní body této úsečky, takže ještě vypočteme příslušné
funkční hodnoty, tj. f (B) = f (0, 4) = 28 a f (C) = f (4, 4) = 40.

(ii) Úsečku spojující body C a A lze vyjádřit jako y = x pro 0 ≤ x ≤ 4, takže z funkce
f (x, y) dostaneme funkci m(x) = −2x2 + 17x + 4. Určíme stacionární body funkce
m, tj. m�(x) = −4x + 17 = 0. Odtud máme x = 17/4, což nevyhovuje omezení pro
x, tj. [17/4, 17/4] �∈ M. Takže v tomto případě jsou kandidáty pouze krajní body
této úsečky, v nichž vypočteme příslušné funkční hodnoty, tj. f (C) = f (4, 4) = 40 a
f (A) = f (0, 0) = 4.

Celkem jsme nalezli 6 kandidátů na globální extrém, ze kterých stačí vybrat ten s nejmenší
funkční hodnotou a ten s největší funkční hodnotou, tj. globální minimum nastává v bodě
[0, 0] s hodnotou fmin = 4 a globální maximum v bodě [4, 4] s hodnotou fmax = 40. �

30. prosince 2016 c� Petr Hasil & Petr Zemánek



376 III. Diferenciální počet funkcí více proměnných

Příklad 3.5.13.

Určete největší a nejmenší hodnotu funkce

f (x, y) = (x − y)2 + x2

na čtverci s vrcholy A = [2, 0], B = [0, 2], C = [−2, 0] a D = [0,−2].

Řešení. Protože množina M je kompaktní a funkce f je na této množině spojitá, hledané
body existují. Nejdříve určíme stacionární body funkce f , tj. vyřešíme soustavu

fx(x, y) = 4x − 2y = 0 & fy(x, y) = −2x + 2y = 0.

Řešením je pouze bod [0, 0] s funkční hodnotou f (0, 0) = 0. Protože [0, 0] ∈ M, je tento
bod jedním z kandidátů na hledaný globální extrém (nicméně není potřeba určovat jeho
lokální charakter).

A

B

C

D

Obrázek 3.5.39: Množina M z Příkladu 3.5.13.

Nyní se zaměříme na hranici množiny M (viz Obrázek 3.5.39), kterou tvoří čtyři úsečky:

(i) Úsečku spojující body A a B lze vyjádřit jako y = 2− x pro 0 ≤ x ≤ 2, takže z funkce
f (x, y) dostaneme funkci g(x) = (2x − 2)2 + x2. Určíme stacionární body funkce g,
tj. g�(x) = 10x − 8 = 0. Odtud máme x = 4/5, což vyhovuje omezení pro x. Proto
[4/5, 6/5] je dalším kandidátem na globální extrém s hodnotou f (4/5, 6/5) = 4/5.
Dalšími kandidáty jsou také krajní body této úsečky, takže ještě vypočteme příslušné
funkční hodnoty, tj. f (A) = f (2, 0) = 8 a f (B) = f (0, 2) = 4.

(ii) Úsečku spojující body B a C lze vyjádřit jako y = x + 2 pro −2 ≤ x ≤ 0, takže
z funkce f (x, y) dostaneme funkci h(x) = 4 + x2. Určíme stacionární body funkce g,
tj. g�(x) = 2x = 0. Odtud máme x = 0, což vyhovuje omezení pro x. Proto [0, 2] je
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dalším kandidátem na globální extrém, který je ale totožný s bodem B, jehož funkční
hodnotu jsme vypočítali v předchozí části. Ještě zbývá určit funkční hodnotu ve dru-
hém krajním bodě úsečky, tj. f (C) = f (−2, 0) = 8.

(iii) Úsečku spojující body C a D lze vyjádřit jako y = −x − 2 pro −2 ≤ x ≤ 0, takže
z funkce f (x, y) dostaneme funkci m(x) = (2x + 2)2 + x2. Určíme stacionární body
funkce m, tj. m�(x) = 10x + 8 = 0. Odtud máme x = −4/5, což vyhovuje ome-
zení pro x. Proto [−4/5,−6/5] je dalším kandidátem na globální extrém s hodnotou
f (−4/5,−6/5) = 4/5. Ještě vypočteme funkční hodnotu ve druhém krajním bodě
úsečky, tj. f (D) = f (0,−2) = 4.

(iv) Úsečku spojující body D a A lze vyjádřit jako y = x − 2 pro 0 ≤ x ≤ 2, takže
z funkce f (x, y) dostaneme funkci n(x) = 4 + x2. Určíme stacionární body funkce n,
tj. n�(x) = 2x = 0. Odtud máme x = 0, což vyhovuje omezení pro x. Proto [0,−2] je
dalším kandidátem na globální extrém, který je ale totožný s bodem D, jehož funkční
hodnotu jsme vypočítali v předchozí části stejně jako funkční hodnotu ve druhém
krajním bodě úsečky.

Celkem jsme nalezli 7 kandidátů na globální extrém. Nyní stačí vybrat ten s nejmenší funk-
ční hodnotou a ten s největší funkční hodnotou, tj. globální minimum nastává v bodě [0, 0]
s hodnotou fmin = 0 a globální maximum v bodech [2, 0] a [−2, 0] s hodnotou fmax = 8. �
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Bonusové př́ıklady

6. Farmář a fařmářka maj́ı 100 m pletiva a rádi by oplotili pozemek pro ovce tak, aby
měl co největš́ı plochu. Trvaj́ı na tom, že pozemek bude mı́t tvar obdélńıku. Ježto
je u řeky, stač́ı jej oplotit ze 3 stran. Jaké bude zadáńı za pomoci Lagrangeových
multiplikátor̊u?

(a) f(x, y) = xy, g(x, y) = 2x+ y − 100

(b) f(x, y) = 2x+ 2y − 100, g(x, y) = xy

(c) f(x, y) = xy, g(x, y) = x+ y − 100

(d) f(x, y) = x+ y, g(x, y) = xy − 100

Figure 1: https://www.cbr.com/shaun-the-sheep-best-worst-episodes-imdb/

7. Ve kterém z bod̊u A, B, C, D se nacháźı
minimum funkce f(x, y) = y vzhledem
ke křivce na obrázku?

Zdroj: https://www.cpp.edu/conceptests/question-library/mat214.shtml
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