3. cviceni — Extrémy na hranici
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Teorie

Véta 1 (Lagrangeovy multiplikitory). Necht G C R? je oteviena mnozina, f,g € C*(G),
M = {[z,y] € G,g(z,y) = 0} a [z, yo] € M je bodem lokalniho extrému funkce f vzhledem
k mnoziné M. Pak je splnéna alesponr jedna z nasledujicich podminek:

1. Vg(zo,y0) = (0,0)
2. existuje A € R splaujici V f(xo,y0) + AVg(xo,yo) = (0,0)
Poznamka 2. Necht f je spojita na M. Pak sup f(M) = sup f(M) a inf f(M) = inf f(M).

Véta 3. Necht M C R" je kompaktni mnozina, f : M — R je spojita funkce. Pak existuji
body ¢,d € M tak, Ze

fle) =inf{f(z);z € M},  f(d)=sup{f(z);z € M}.

Algoritmus - Extrémy na omezené mnoziné:
1. Je-li mnozina uzaviend, tak odtvodnime, Ze spojitd funkce na kpt. nabyva ex-
trémy.
2. Extrémy mohou byt:
(a) na vnitiku mnoziny jen v mistech s nulovymi derivacemi (jejich typ nevySetiu-
jeme, pokud na to nejsme piimo tazani);
(b) v bodech vnitiku, kde neexistuje derivace;
(c¢) na hranici: hrani¢ni kiivky (nebo plochy)
i. uzijeme Lagrangeovy multiplikatory:;
ii. lze rovnou dosadit a ziskat funkci 1 proménné.
(d) na hranici hranice: krajni body, hroty trojihelniku atp.
3. Vsechny podezielé body sepiSeme a porovname jejich funkéni hodnoty. Vybereme
maximum a minimum.
4. Pokud mnoZina neni uzaviené, tak ji prve uzavieme a vySetiime jako kompakt. Pokud

je extrém na jeji hranici (mimo mnozinu), tak funkce tento extrém nemé - ale bude to
jeji sup/inf.

Priklady
1. Najdéte globalni extrémy funkci na mnoziné M
(a) fz,y) =a®+y, M ={[z,y] e R?:2® + 4> =1}
(b) flz,y) =4z +3y—4, M= {[z,y] €eR*: (z —1)* + (y —2)* =1}
(c) fla,y) =a®+y* M = {[z,y] € R*: 2z + 6y = 20}
(d) f(z,y) =22 +y* M = {[r,y] € R? : 522 — 62y + 5y> — 4 = 0}
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2. Najdéte extrémy funkci na mnoziné - bez Lagrangeovych multiplikiatora
(a) f(x,y) = 2> —22%y + 3y na M = [~1;1]?
(b) flz,y) =2® =3y" +ayna M = {[z,y] € R?: 2| < 1,[y| < 1}
(¢) flz,y) =2 -3y —x+18y+4na M ={[z,y] e R>: 0 <z <y < 4}
(d) f(e,y) = (x —y)* +2” na M,
kde M je ¢tverec s vrcholy A = [2,0], B =10,2], C =[-2,0], D = [0, —2]

Zkouskové priklady

3. Najdéte globalni extrémy funkci na mnoziné M
(a) flz,y) =a'y, M = {[z,y] e R* 12’ +y* < 16,2 > ~1}
(b) fz,y) =2z +4y, M = {[z,y] € R*: /z + ¥y < 1,2 >0,y > 0}
() fla,y) = (2% + Ty?)e o) M = {[z,y] € R?: 2% + 4y? < 1}

4. UrcCete maximélni mozny objem kvadru, jehoz hrany jsou rovnobézné se souradnymi
osami, jeden jeho vrchol lezi v pocatku a diagonalné protilehly vrchol lezi v mnoziné
M ={[z,y,z],x >0,y > 0,2 > 0,42 + 2y + 2 = 2.}

Bonusové priklady

5. Farmar a fafmaika maji 100 m pletiva a radi by oplotili pozemek pro ovce tak, aby mél
co nejvétsi plochu. Trvajf na tom, ze pozemek bude mit tvar obdélniku. Jezto je u feky,
staci jej oplotit ze 3 stran. Jaké bude zadéni za pomoci Lagrangeovych multiplikatora?

=zy, g(z,y) =2z +y — 100
=2z +2y—100, g(z,y) = xy

=zy, 9(x,y) = +y — 100

z+y, g(z,y) = xy — 100

https://www.cbr.com/ shaun—the sheep best—
worst-episodes-imdb/

6. Ve kterém z boda A, B, C, D se nachézi
minimum funkce f(z,y) = y vzhledem ke
kfivce na obrazku?

Zdroj: https://www.cpp.edu/conceptests/question-library /mat214.shtml
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