2. cviceni — Lokalni extrémy
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Priklady
1. Najdéte lokalni extrémy funkci
(a) f(z.9) = 2% + (y— 1)?

Reseni:

Podotknéme, Ze je evidentni, Ze funkce f je nezdporna a nuly nabyvéi pouze v bodé

(0,1), kde tedy nabyva globalniho minima. Pojdme nicméné vySetfit existenci

extrémi standardnim postupem. Funkce f je definovana na R?. Parcialni derivace
of of
— =2 —=2y—1

jsou spojité, tudiz f mé v kazdém bod€ totalni diferencial. Jediné body podezielé

z lokalnich extrémil jsou tedy stacionarni body, tj. body, kde jsou obé& parciélni

derivace nulové. V jinych bodech funkce f nemuze mit extrém. ReSenim rovnic

20=0, 2y—1)=0

vidime, Ze jedinym stacionarnim bodem je bod (0,1), kde, jak uZz jsme zminili
funkce zfejmé nabyva globdlniho minima. Nemusime tedy vySetfovat definitnost
matice druhého diferencialu (navic bychom tak dostali pouze informaci, ze jde o
lokalni minimum).

(b) fla.y) =2 —(y— 1)
Reseni:

Funkce f je definovana na R2. Parcialni derivace

of _o, 9 _

—2(y—1
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jsou spojité, tudiz f mé v kazdém bodé totalni diferencial. Jediné body podezielé
z lokalnich extrémi jsou tedy stacionarni body, tj. body, kde jsou obé& parcidlni
derivace nulové. V jinych bodech funkce f nemuize mit extrém. ReSenim rovnic

20=0, —2(y—1)=0

vidime, Ze jedinym staciondrnim bodem je bod (0, 1). Oproti piedchozi tiloze neni
automaticky vidét, zda se v tomto bodé nabyva extrému. VySetfime tedy definitnost
matice druhého diferenciélu, tj. matici

0% f 0% f
oz? 0xdy
of 2
Oydzx  Oy?
Urceme tedy nejprve druhé parcialni derivace. Mame

f .,  Pf__, P

822 2 a2 7 Oyox - Oxdy -

Matice druhého diferencialu (v bodé (0,1)) ma tedy tvar

(5 %)

a jeji hlavn{ determinanty jsou D; = 2 > 0, Dy = —4 < 0. ProtoZze druhy
hlavni determinant (tedy determinant celé matice) je zaporny, je matice druhého
diferencialu indefitni, extrému se tedy v bodé (0,1) nenabyva. Funkce f tedy v
zddném bodé nema lokalni extrém.

() f(z,y) =2®+y*—3zy
Reseni:
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Funkce f je definovana na R2. Spo¢téme jeji parcialni derivace. Mame

Of _ g2 _ Of g2
9 = 3z° — 3y, By = 3y° — 3z.

Stacionarni body jsou ty, ve kterych jsou obé parcialni derivace nulové. Najdeme
je TeSenim soustavy

322 -3y = 0
3y —3z = 0.

Kracenim trojek, vyjadienim y = 22 z prvni rovnice a dosazenim do druhé dostaneme

rovnici

t—z =0,

ktera ma vzhledem k rozkladu z* — 2 = z(2® — 1) = x(z — 1)(2%2 + 2 + 1) dvé Fedeni,
1 =0axo =1. Témto dvéma TeSenim pfislusi feSeni y; =0 a yo = 1.

Druhé parcialni derivace jsou

0% f 0% f 0% f 0% f
55 = bz, o5 = 0y, -
Ox? Ooydx  0x0y

Matice druhého diferenciélu v prvnim stacionarnim bodé (1,1) je tedy

6 -3
-3 6
hlavni subdeterminanty jsou Dy = 6 > 0, Dy = 36 — 9 = 27 > 0, matice je tedy

pozitivné definitni a v bodé (1, 1) ma tedy funkce f lokalni minimum f(1,1) = —1.
Matice druhého diferencialu ve druhém stacionarnim bodé (0, 0) je oviem

(5 7)

je tedy indefinitni, funkce f v bodé (0,0) tedy nenabyvé extrému.
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(d) flw,y) = eV (29 4 a?)
Reseni: Piiklad mame odsud: http://homel.vsb.cz/ kre40/esfmat2/fcevic
eprom.html

Funkce je C*°(R?). Spoc¢teme prvni parcialni derivace

Z;f; = 2z %V (x% 4 2¢y% — 1)
gg = —2ye ¥V (2% + 2% — 2)

a polozime je rovny 0. Resime tedy tuto soustavu:
—2pe Y (2 424> —1)=0
2V (12 + 27 —2) =0

Protoze e~@ ) > 0, dostavame

—22(x? 4+ 24> 1) =0
—2y(x? + 22 -2)=0
Z 1. rovnice plyne, ze bud x = 0 nebo 22 + 2y?> — 1 = 0.
e z = 0 Dosadime do druhé rovnice:
—2y2(y> —1) =0

tedy mame podezielé body (0,0), (0,1), (0, —1).
e 224 2y?> — 1 = 0 Dosadime do druhé rovnice:

—2y(—-1)=0
tedy y = 0. Dosadime zpét do podminky:
2 —1=0.

Tedy mame podezrelé body (1,0), (—1,0).
Celkem mame 5 podezielych bodi: (0,0), (0,1), (0,—-1), (1,0), (—1,0).

Pro urcen{ extrému spocteme 2. derivace

o*f —a?—y? 44 20102 2
922 = ¢ Y (4a™ + 22 (4y” — b)) —4y“ +2)
68yzéfa: - ;;czafy = 20¢™ " TV (2?22 — 1) + 4y’ — 82 + 1)
2
gy]; = eV (2 (4y? — 2) + 8y* — 2047 + 4)

Sestavime Hessovu matici a dosadime do ni podezfelé body. Dle Sylvesterova
kritéria ur¢ime definitnost matice a pripadné lok. extrémy.
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(0,0)

Lok. minimum.

e (0,1)
—2/e 0
0 -—8/e
Lok. maximum.
L4 (07_1)
—2/e 0
0 —8/e
Lok. maximum.
e (1,0)
—4/e 0
0 2/e
Neni extrém.
hd (_170)
—4/e 0
0 2/e

Neni extrém.

Kalkulus 2, 2022/23, Kristyna Kuncova



Funkce f je dle zadani definovédna na prvnim kvadrantu. Spo¢téme jeji parcidlni

derivace. Mame
of _, 50 of _ 2

- — =z .
or Y 22 oy y?
Stacionarni body jsou ty, ve kterych jsou obé parcialni derivace nulové. Najdeme
je TeSenim soustavy

50
y—— =0
72
20
Y
Z prvni rovnice mame, ze y = 2—2, dosazenim do druhé a prendsobenim jmeno-
vatelem ziskdme rovnici
20 4
r— <z =0.
20

e 2 Ce sy 1
Jejf feSenf jsou 1 =0 a 19 = ¢ % = /125 = 5. Prvni fefeni oviem nemiize byt

¢asti feSeni celé soustavy. Odpovidajici hodnotou pro druhy koten je yo = % =2

Funkce f ma tedy (v prvnim kvadrantu) jediny stacionarni bod (5,2).

Druhé parcialni derivace jsou

o*f 100 O*f 40 0% f 0 f

- = — = — = =1
ox?2 23’ oy?  y3’ Oyox  Oz0y

Matice druhého diferencialu v bodé (5,2) je tedy

4
= 1
15
hlavn{ subdeterminanty jsou D; = % > 0a Dy =4—-1 =3 > 0, matice je

tedy pozitivné definitni a funkce f ma tudiz v bodé (5,2) (ostré) lokalni minimum

£(5,2) = 30.
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(f) fa,y) = (@ —y+1)?
Resent:
Je vidét, Zze funkce f je nezdporna. Ve vSech bodech piimky x — y + 1 = 0 tedy
nabyvé globalniho minima. Presvéd¢ime se, Ze jiné extrémy funkce f nemé. Par-
cialni derivace jsou
of _ of _
s o=

8$—2(w—y~|—1), 9z —2(x—y+1).

Je zjevné, Ze obé parcidlni derivace jsou nulové pravé v bodech zminéné pfimky. V
jinych bodech se tedy extrému nenabyva.

(g) f(xvyaz) - -1'3 +y3 +23 — 3(my+xz)

Reseni:
Priklad je z http://projects.math.slu.cz/AM/activ/soubory/opory/VybrPa
rtCv.pdf
Najdeme prvni parcialni derivace
of 2
= =3r" -3y —3
o x y— 3z
of 2
—— =3y" -3
y 4 .
of 2
——=3z"-3
9, z x

Polozime je rovny 0 a najdeme podezielé body. Vysledek: (0,0,0) a (V/4, ¥/2, v/2).
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Spocteme 2. parcidlni derivace a sestavime Hessovu matici

6r -3 -3

-3 6y O

-3 0 6z
V bodé (0,0,0) méame

0 -3 -3

-3 0 O

-3 0 0

Upravime symetrickymi ipravami a zjistime, Ze matice je indefinitni - tedy zde neni
extrém.

V bodé (\3/41, 2, \3/5) mame

6v4 -3 -3
-3 6v2 0
-3 0 6v2

Ze Sylvesterova kritéria plyne, ze matice je pozitivné definitni a tedy zde je lok.
minimum.

2. Najdéte lokalni extrémy funkci

(a) f(z,y)=2y" —day+a'+3
Reseni: Prvni derivace:

of 3
— =4 4
B Y+ 4z
of

— =4y —4
y Y .

Rovnice polozime rovny 0 a najdeme podezielé body. Vyjde (0,0), (1,1), (=1, —1).

Druhé derivace

82 f

— Y — 2
92 12z
0% f B 0% f _ 4
Oyor  Oxdy
2
of _,
Oy?

Dosadime body do Hessovy matice V (0,0):
0 -4
-4 4
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V(1,1):

()

lok. minimum.
V(-1,-1):

lok. minimum.

(b) f(z,y) = 22% 4+ 9zy® + 1522 4 27y?
Reseni: Prvni derivace:

OF _ g2 + 9y + 30z
Oor
0
_f = 18zy + 54y
Ay
Rovnice polozime rovny 0 a najdeme podezielé body. Vyjde (0,0), (—5,0), (—3,2),

(=3,-2).
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Druhé derivace

82 f
2 2
f L
Oydxr  Jx0y
0% f

Dosadime body do Hessovy matice.
V bodé (0,0) mame

30 0
0 54
=30 0
0 —36
—6 36
36 0

lok. minimum.
V bodé (—5,0) mame

lok. maximum.
V bodé (—3,2) mame

neni extrém.

V bodé (-3, —2) mame

neni extrém.
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(c) flx,y,2) =2 +¢® + 22 + 122y + 22
Reseni: Priklad mame z http://www.math.muni.cz/~zemanekp/files/SRPzMAT
I_FRMU.pdf

Prvni derivace:

of 2

— = 12
I 3z + 12y
/

- =2 12
y y+ 12z
of

- =2 2

9z z+

Rovnice polozime rovny 0 a najdeme podezielé body. Vyjde (0,0, —1), (24, —144,—1).
Druhé derivace

0% f

@—6$
2 2
o°f _ o°f _ 1o
Oydxr  Ox0y

2

o,

dy

0% f

92 = °
0% f B 0% f —0
Ordz  0z0x
?f P,
Oydz 020y

Dosadime body do Hessovy matice. V bodé (0,0, —1) méame

0 12 0
12 2
0
Neni extrém.
V bodé (24,144, —1) mame
144 12 0
12 2 0
0o 0 2

lok. minimum.
2
z
(d) f(x,y,2) =$3+y2+ 0y —3xz — 2y + 2z

ResSeni: Prvni derivace:

of _ 4 2
%—355 3z
af

oy =2
of

&—Z 3$+2
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Rovnice polozime rovny 0 a najdeme podezielé body. Vyjde (1,1,1), (2,1,4).
Druhé derivace

62
873,’]; = 6z
I,
Oy?
0% f B
922
0% f B 0% f B
oyoxr  O0xdy
0% f B 0% f __3
0z0xr  0x0z
0% f B 0% f B
dydz 020y

Dosadime body do Hessovy matice. V bodé (1,1,1) je

0 -3
2 0
-3 0
neni extrém.
V bodé (2,1,4) je
12 0 -3
0 2 0
-3 0

lok. minimum.

3. Urcete, zda jsou nésledujici mnoziny oteviené nebo uzaviené a peclivé zdivodnéte:

(a) {[z,y] eR?: 2% —y® <2}
Reseni: Definujme funkei f(z,y) = 22 — y°. Funkce je spojita (nasobeni a rozdil
spojitych). Daéle uvazujme interval (—oo, 2], ktery je uzavieny. Mnozina pak je
rovna f~!((—o0,2]), tedy vzoru uzavieného intervalu pii spojitém zobrazeni. Tedy
je uzavrena.

(b) {[z,y] € R?: arctan(z? + 3?) > 5}
Reseni: f(z,y) = arctan(z? + 32), interval I = (5,00) je oteviena mnozina. Tedy
f~H(I) je oteviena.

() {[z,y] € RZ: =3 < el**~¥’| < 2}
Reseni: f(z,y) = el**¥’| interval I = (—3,2) je oteviena mnozina. Tedy f~1(I)
je otevrena.

(d) {lz,y) eR*:0<w<1,-3<y<3,z+y<5}
Reseni: f(z,y) = x +y, interval I = (—o0,5] je uzaviena mnozina. Tedy f~1(I)
je uzavrena.

Déle g(z,y) = x, interval J = [0, 1] je uzaviena mnozina. Tedy g~ 1(J) je uzaviena.
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Déale h(x,y) = y, interval K = [-3,3] je uzaviena mnozina. Tedy h~1(K) je
uzaviena.
Dohromady: prinik 3 uzavienych je uzaviena.
4. Urcete, zda jsou nésledujici mnoziny omezené:
(a) {[z,y] € R*:a? +y* < 3}
ReSeni: Ano, pifmo z definice se vejde do koule B(0,/3).
1 1
b) {[z,y] eR?: =+ =< 10
(0) {le.y] € B: 5+ = < 10}
Regeni: Ne. Uvazujme napi. mnozinu: y =1 a 2 > 1.
() {lz.y] eR?*: a2 +2y* < 13}
ReSeni: Ano, neb 22 + y2 < 22 + 2% < 1.
(d) {[z,y] € R? : sin(zy) < 1}
Reseni: Ne, nerovnost je splnéna pro celou rovinu.
(e) {[z,y] e R®:a® +4° <2}
Reseni: Ano, plati |z| < 2a|y| <2, cozje étverec, ktery je jisté omezend mnozina.
51

(f) {[z,y] € R?: 21 < 5

Reseni: Ne. Mame 2zy < 22 + y? tedy 0 < 22 — 2zy + 32, coz je 0 < (z — y)2.
Tedy nerovnici spliuje cela rovina krom pocatku, coz neni omezend mnozina.

Ty 1

Bonus

5. Ukazte, ze funkce f(z,y) = (z — y*)(2z — y*) ma v [0,0] lok. minimum vzhledem ke
vSem primkam, ale nemé tam minimum.
Hint: Zkoumejte hodnoty na kfivce [3y2, y].
Regeni: Hodnoty na pfimkéch: zkoumame funkci tvaru

g(x) = flx, kz) = (v — K222 2z — k*2?) = 222 + k*a?* — 3zk?a3.
Jde vlastné o funkci jedné proménné, tedy

J(z) = 4x + 4k 2 — 9k%2?, g(0) =0
g (x) = 4 + 12k*2* — 18Kz, g'(0) =4

Tedy jde o lok. minimum.
Specialni piipad: piimka x = 0, pak f(0,y) = y*, zjevné jde o lok. minimum.
Ale na kfivce (%yQ, y) dostaneme

3 9 L 4

f(zy Y) = —3¥

tedy zfejmé jde o lok. maximum.
6. Najdéte Hessovu matici v nasledujicich funkei [0, 0] a diskutujte existenci maxima/minima/sedla
vzhledem k semidefinitnosti matice.
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(a) o* +y*
Regeni: Hessova matice je tvaru

1222 0
0 1292

oo

V bodé je lok. minimum (tvar ,misticka®).

tedy v (0,0) je

(b) —z* — y* ReSeni: Hessova matice je tvaru

—1222 0
0 —12¢2

oo

V bodé je lok. maximum (tvar ,kopecek®).

tedy v (0,0) je

(c) z* — y* ReSeni: Hessova matice je tvaru

1222 0
0 —12y?

oo

Zaveér: Ve vSech piipadech vysla semidefinitni matice, pfitom se tam nalézalo lok. min-
imum, maximum i sedlo. Ze semidefinitni matice tedy nelze o existenci extrémi nic
rict.

tedy v (0,0) je

V bodé neni extrém (tvar ,sedlo).
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